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I�vadas

Daugelyje sistemu� � nuo astro�zikos ir technologiju� iki socialiniu� ir psichologijos � �zemu�
da�zniu� spektrinis tankis S(f) yra atvirk�s�ciai proporcingas da�zniui f . Tokia da�znio
priklausomybe gali pasi�zym
eti ir nuo laiko priklausantys rei�skiniai, ir erdvin
es eilut
es.
Ilga� laika� stebimas susidom
ejimas universaliu 1/f triuk�smu.

1/f triuk�smas yra tarpinis procesas tarp balto triuk�smo (kai n
era laikin
es signalo
koreliacijos, S(f) ∼ 1/f0) ir Brauno judesio (n
era koreliacijos tarp poky�ciu�, S(f) ∼
1/f2). �Siuos signalus integruojant ar diferencijuojant 1/f triuk�smas n
era gaunamas.

Da�znai 1/f triuk�smas pastebimas analizuojant sroviu� arba signalu� intensyvumus.
Tokiu atveju nagrin
ejamos pakankamai sud
etingos, da�zniausiai netiesin
es, diferenciali-
niu� lyg�ciu� su dalin
emis i�svestin
emis sistemos arba signalai, sudaryti i�s dedamu�ju� su
pla�ciame diapazone pasiskirs�ciusiais tiesin
es relaksacijos laikais sumos. Tokiais meto-
dais gautu� signalu� intensyvumai da�zniausiai yra apra�somi Gauso skirstiniais. Ta�ciau
ne visi signalai, pasi�zymintys 1/f triuk�smu, turi tokius skirstinius. Kai kurie i�s ju� yra
ne Gauso tipo, turi laipsninius skirstinius arba b	una netgi fraktaliniai.

Kai kurie 1/f triuk�smu pasi�zymin�cius procesus generuojantys matematiniai mode-
liai ir algoritmai turi tr	ukumu� � jie yra labai speci�niai, formal	us (pavyzd�ziui, trupme-
ninis Brauno judesys) ar netgi ne�zikiniai, tod
el da�zniausiai analiti�skai nei�ssprend�ziami,
neatskleid�zia nei kilm
es, nei pakankamu� sa�lygu� atsirasti 1/f �iuktuacijoms.

Kod
el 1/f triuk�smas pasirei�skia i�vairiose sistemose, yra vienas i�s �siuolaikin
es �zikos
galvos	ukiu�. Lyginant su i�s tiesiniu� stochastiniu� lyg�ciu� gaunamu Brauno judesiu, 1/f
triuk�sma� generuojan�cios paprastos diferencialin
es, netgi tiesin
es stochastin
es lygtys,
n
era �zinomos.

Dauguma �zikiniu� 1/f triuk�smo modeliu� yra specializuoti arba sud
etingi ir nepa-
ai�skina procesu� su 1/fβ spektriniu tankiu paplitimo i�vairiose sistemose.

Kai kurie atsitiktiniai rei�skiniai atsiranda diskretiniais laikais ar diskretin
ese vietose
ir pasi�zymi vienodais individualiais i�vykiais. Stochastinis ta�skinis procesas yra i�vykius
atsitiktiniais ta�skais erdv
eje ar laike vaizduojanti matematin
e konstrukcija. Ta�skiniai
procesai stebimi i�vairiose �zikin
ese, ekonomin
ese, ekologin
ese, neurologin
ese, seismo-
login
ese sistemose, internete, telekomunikaciju� tinkluose � sistemose, kuriose stebimas
ta�skiniu� objektu� (elektronu�, fotonu�, automobiliu�, impulsu�) srautas arba vienas po kito
vykstan�ciu� i�vykiu� seka, pavyzd�ziui, seisminiai virpesiai, �nansu� rinku� sandoriai, �sirdies
d	u�ziai, interneto paketai.

Ta�skinis procesas yra visi�skai apra�somas i�vykiu� laikais {tk} arba intervalu� tarp im-
pulsu� seka τk = tk+1 − tk. Toks ta�skinis procesas gali b	uti vadinamas fraktaliniu, jei
statistin
es savyb
es pasi�zymi laipsnine priklausomybe ir nekinta pakeitus masteli�. Tai
rodo, kad yra susidare� ta�sku� klasteriai dideliuose laiko intervaluose.

Norint i�ssamiai apra�syti stochastini� procesa� reikia apskai�ciuoti visas galimas i�vairiu�
i�vykiu� sa�lygines tikimybes. Skirtingos statistikos papildo proceso apra�syma�. Vie-
na statistika negali pilnai apib	udinti stochastinio proceso. Fraktaliniu� stochastiniu�
ta�skiniu� procesu� statistika nekinta pakeitus masteli�, ta�ciau fraktalin
es spartos stochas-
tiniai ta�skiniai procesai apra�somi da�znio funkcijomis, kurios yra fraktalin
es arba ju�
poky�ciai yra fraktaliniai [1, 2, 3].

Laipsninis ta�skiniu� procesu� laiku� tarp impulsu� skirstinys sa�lygoja laipsnini� stochas-
tinio signalo intensyvumo skirstini�. �Sis rei�skinys stebimas i�vairiuose procesuose � �zem
es
dreb
ejimuose, �zikin
ese sistemose kritinio ta�sko aplinkoje, �nansiniu� laiku� sekose, in-
ternete. Laipsniniu� skirstiniu� negalima paai�skinti intuityviai. Iki L�evy darbu� [4, 5]
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atsitiktiniu� kintamu�ju� su begaliniais poky�ciais pavyzd�ziai buvo laikomi paradoksais.
�Siais laikais laipsniniai skirstiniai naudojami atviru� sistemu� apra�symuose. Nors ir tiks-
liai matemati�skai apibr
e�zti tokio skirstinio stochastiniai procesai, juos sunku pritaikyti
realiose sistemose. Baigtiniu� poky�ciu� mastelio keitimo lygtimis didel
eje, bet baigtin
eje
laiko skal
eje apra�syti apriboti L�evy procesai yra dirbtiniai ir ne visi�skai pagri�sti.

Naujausi darbai parodo, kad dauguma laipsniniu� skirstiniu� n
era stabilioje L�evy sri-
tyje, jie n
era L�evy stabil	us ir n
era invariantiniai sumos operacijai. Tod
el stebimas su-
sidom
ejimas naujais stochastiniais modeliais su tolimomis koreliacijomis ir asimptotine
laipsnine forma.

Stochastinis ta�skinis laikus tarp i�vykiu� apra�santis modelis turi tik keleta� parametru�,
sa�lygojan�ciu� sistemos statistines savybes � laipsnini� skirstini� ir spektrini� tanki�. �Sis
modelis gali pasi�zym
eti laipsniniu spektriniu tankiu, kurio nuo�zulnumas yra tarp 0, 5 ir
1, 5.

Pagrindiniai darbo tikslai

1. Apibendrinant ta�skinio vyksmo modeli� sugeneruoti signalus su skirtingais spekt-
rinio tankio S(f) ∼ 1/fβ polinkiais β ir laipsniniu signalo intensyvumo pasiskirs-
tymu.

2. I�stirti ta�skinio vyksmo 1/f triuk�smo modelio sa�ry�si� su Bernamont-Surdin-Mc-
Worter modeliu, apra�san�ciu signala�, sudaryta� i�s dedamu�ju� su pla�ciame diapazone
pasiskirs�ciusiais tiesin
es relaksacijos laikais sumos, ir i�stirti generuojamu� signalu�
fraktali�skuma�.

3. I�stirti 1/f triuk�sma� generuojan�cio ta�skinio vyksmo modelio ry�si� su �iuktuojan�cios
amplitud
es signalu ir i�svesti 1/f triuk�smu pasi�zymin�cius signalus generuojan�cias
netiesines stochastines skirtumines ir diferencialines lygtis.

4. 1/f triuk�smo vyksmu� modeliavimas ir analiz
e skirtingos trukm
es stochastiniais
impulsais, per
ejimas nuo ta�skiniu� vyksmu� prie tolyd�ziu� signalu� ir ta�skiniu� vyksmu�
generavimas i�s tolyd�ziu� signalu�.

5. 1/f triuk�smo paie�ska chaotin
ese hamiltonin
ese sistemose � rotoriuje, veikiamame
periodiniu� sm	ugiu�, ir klasikiniame vandenilio atome, patalpintame elektromagne-
tiniame lauke, kuriu� dinamika� apra�so atitinkami jud
ejimo lyg�ciu� atvaizdai.

Mokslinis naujumas

1. Ta�skinio autoregresinio 1/f triuk�smo modelio apibendrinimas i�vairiems spektri-
nio tankio S(f) ∼ 1/fβ polinkiams β ir jo statistiniu� savybiu� lyginimas su i�s
dedamu�ju� su pla�ciame diapazone pasiskirs�ciusiais tiesin
es relaksacijos laikais su-
mos sudaryto signalo savyb
emis.

2. I�stirtas autoregresinio 1/fβ triuk�smo ta�skiniu� vyksmu� ir McWorter modeliu� frak-
tali�skumas. Parodyta, kad vienu atveju signalas multifraktalinis, kitu � mono-
fraktalinis.

3. I�svestos ir skaitmeni�skai i�sanalizuotos stochastin
es diferencialin
es lygtys, generuo-
jan�cios signalus su i�vairaus polinkio β spektriniu tankiu 1/fβ ir laipsniniu signalo
intensyvumo skirstiniu.
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4. Vandenili�sko atomo elektrono sa�veikos su elektromagnetiniu lauku energijos ir
judesio kiekio momento kitimo rekurentiniu� sa�ry�siu� i�svedimas ir periodo 1/fβ

�iuktuaciju� suradimas bei skaitin
e analiz
e.

5. Sukurta programin
e i�ranga, leid�zianti modeliuoti i�vairius ta�skinius procesus, sig-
nalus ir tirti ju� intensyvumo skirstinius, spektrinius tankius, fraktali�skuma� ir kitas
charakteristikas.

Ginamieji teiginiai

1. Apibendrintas 1/f triuk�smo ta�skinis modelis generuoja skirtingu� polinkiu� 0, 5 .
β . 1, 5 spektrinio tankio S(f) ∼ 1/fβ signalus ir sa�lygoja stochastiniu� signalu�
laipsnini� pasiskirstyma�, stebima� i�vairiuose vyksmuose � nuo �zem
es dreb
ejimu� ir
interneto iki �nansu� rinku�.

2. Autoregresinis 1/fβ triuk�smo ta�skiniu� vyksmu� modelis, vaizduojantis signala�, su-
daryta� i�s Brauno judesiu kintan�ciu� laiku� tarp impulsu�, papildo signalo, sudaryto
i�s dedamu�ju� su pla�ciame diapazone pasiskirs�ciusiais tiesin
es relaksacijos laikais
sumos, modeli�. Nekoreliuotu� sandu� suminio signalo intensyvumas yra Gauso
skirstinys, o ta�skinio vyksmo intensyvumas asimptoti�skai yra laipsninis skirsti-
nys.

3. Sugeneruoti ta�skiniu� vyksmu� signalai yra multifraktaliniai, o i�s nekoreliuotu� sandu�
sudaryti signalai � monofraktaliniai.

4. Pasi	ulytos ir i�sanalizuotos stochastin
es laiku� tarp impulsu� dinamikos modeliu�
transformacijos i� �iuktuojan�cio intensyvumo signalus nekei�cia �zemu� da�zniu� spekt-
rinio tankio.

5. I�svestos klasikinio vandenilio atomo elektromagnetiniame lauke energijos ir judesio
kiekio momento poky�ciu� i�srai�skos ir elektrono jud
ejima� apra�santys atvaizdai tinka
dinamikos chaoti�skumo analizei. Parodyta, kad netiesiniu� hamiltoniniu� sistemu�
pereinamojoje nuo reguliarios prie chaotin
es dinamikos srityje sistemos periodo
�iuktuacijos gali b	uti 1/fβ pob	ud�zio.

Asmeninis autoriaus ind
elis

Disertacijoje pateikti skaitinio modeliavimo rezultatai yra atlikti �sio darbo autoriaus.
Autorius taip pat dalyvavo ir daugumos analiziniu� rezultatu� i�svedimuose, ypa�c gau-
nant sud
etingas i�srai�skas, apra�san�cias chaotine� dinamika� hamiltonin
ese sistemose, ana-
lizuojant artutiniu� i�srai�sku� atitikima� skaitiniu� eksperimentu� rezultatams. Jis suk	ur
e
programine� i�ranga�, leid�zian�cia� modeliuoti i�vairius ta�skinius ir stochastinius signalus,
tirti ju� intensyvumo skirstinius, spektrinius tankius, fraktali�skuma� ir kitas statistines
savybes.

Darbo strukt	ura ir turinys

Disertacijos apimtis � 106 puslapiai. Joje yra 30 iliustraciju�. Darbas susideda i�s i�vado,
literat	uros ap�zvalgos, �se�siu� skyriu�, i�svadu� ir literat	uros sa�ra�so.
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I�vadas

I�vade suformuluotas darbo aktualumas, pagrindiniai darbo tikslai, mokslinis naujumas
ir ginamieji teiginiai.

Literat	uros ap�zvalga

�Siame skyriuje pateiktas teorinis i�vadas bei literat	uros ap�zvalga, paai�skinantys diserta-
cijos tyrimu� konteksta�.

Ta�skiniai procesai

�Siame skyriuje analizuojami i�s atsitiktiniu� impulsu� arba elementariu� i�vykiu� Ak(t− tk)
sekos sudaryti signalai. Tokio proceso ar srov
es stiprumo signalas i�srei�skiamas kaip

I(t) =
∑

k

Ak(t− tk), (1)

kur Ak(φ) vaizduoja k-ojo impulso forma�. Impulsu� formos i�takoja spektrini� tanki� di-
deliems da�zniams, o impulsu� amplitud
es �iuktuacijos sa�lygoja balta�ji� arba Lorenco
formos, bet ne 1/f triuk�sma� [6]. Tod
el apsiribojame laiku� tarp i�vykiu� tk �iuktuaciju�
tyrimu. �Siame art
ejime impulsus Ak(t−tk) pakei�ciame Dirako delta funkcijomis δ(t−tk).
�Sis modelis gali b	uti taikomas vienodu� objektu� � elektronu�, fotonu�, automobiliu� ar kitu�
daleliu� jud
ejimui arba i�vykiu� sekoms analizuoti. Ta�skinio proceso spektrinis tankis yra

S(f) = lim
T→∞

〈
2

T

∣∣∣∣∣∣
tf∫

ti

I(t)e−i2πftdt

∣∣∣∣∣∣
2〉

= lim
T→∞

〈
2ā2

T

∑
k

kmax−k∑
q=kmin−k

ei2πf∆(k;q)

〉
, (2)

kur ā � vidutinis vieno impulso ind
elis i� srauta�, T � visas steb
ejimo laikas, o

∆(k; q) ≡ tk+q − tk =

k+q−1∑
i=k

τi (3)

yra skirtumas tarp impulsu� laiku� tk+q ir tk. τk = tk − tk−1 yra laiko intervalai tarp
gretimu� impulsu�, 〈. . .〉 vaizduoja proceso realizaciju� vidurkinima�.

Atsitiktiniu� (Puasono) tarp impulsu� laiku� seka generuoja balta�ji� triuk�sma� [6]. Laiku�
seka tk su atsitiktiniais poky�ciais tk = tk−1 + τ̄ + σεk, kur τ̄ yra vidutinis laikas tarp
impulsu�, {εk} �zymi nekoreliuotus Gauso atsitiktinius dyd�zius (balta�ji� triuk�sma�), o σ
� baltojo triuk�smo intensyvumas, sa�lygoja Lorenco formos spektrini� tanki� [7]. �Siame
darbe analizuojamos laiku� tarp impulsu� τk = tk − tk−1 sekos su atsitiktiniais poky�ciais
τk = τk−1+σεk. Begalini� Brauno judesio did
ejima� galime apriboti, i�vesdami relaksacijos
link vidurkio τ̄ sparta� γ. Analizuojamos rekurentin
es lygtys

tk = tk−1 + τk,

τk = τk−1 − γ(τk−1 − τ̄) + σεk. (4)

Da�zniu� srityje f � fτ = (2πτ̄)−1 ir f < f2 = 2
√

γ/πσ �sio ta�skinio proceso spektrinis
tankis yra

S(f) = 2āĪ

+∞∫
−∞

ei2πfτ̄q−π2f2σ2g(q)dq, (5)
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kur Ī � vidutin
e signalo vert
e, o

g(q) =
2

γ2

{
q − (1− γ)[1− (1− γ)q]

1− (1− γ)2
{2 + [1− (1− γ)q](1− γ)2k+1}

}
. (6)

Kai f � f1 = γ3/2/πσ, funkcija� g(q) skleid�ziame eilute ir gauname 1/f spektrini� tanki�

S(f) = 2āĪ

+∞∫
−∞

exp

[
i2πfτ̄q − (πfσ)2

γ
q2

]
dq = Ī2αH

f
, f1 < f < f2, fτ , (7)

kur αH � bedimensin
e konstanta (Hugo parametras)

αH =
2√
π

Ke−K2

, K =
τ̄√
2στ

=
τ̄
√

γ

σ
. (8)

Ta�skinio proceso (4) spektrinis tankis pavaizduotas 1 a) paveiksle.
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1 pav. Ta�skinio proceso (4) su σ = 0, 01 ir γ = 0, 0001 spektrinis tankis, kai: a) {εk}
pasiskirste� pagal Gauso skirstini� ir b) {εk} pasiskirste� tolygiai. Apskritimai vaizduoja
skaitmeninio modeliavimo rezultatus, i�stisin
es linijos � spektrinius tankius (7) ir (9)

Analizuojant ne tik Gauso atsitiktiniu� dyd�ziu� {εk} skirstinius gaunama apibendrinta
spektrinio tankio i�srai�ska

S(f) ' 2āĪPk(0)/f, (9)

kur Pk(τk) yra laiku� tarp impulsu� τk skirstinys. Signalo, generuojamo su tolyd�ziai
pasiskirs�ciusiais εk, spektrinis tankis pavaizduotas 1 b) paveiksle.

Skaitmeni�skai apskai�ciuotos apibendrintos q-os eil
es poky�ciu� koreliacin
es funkcijos

Fq(t) = 〈|I(t′ + t)− I(t′)|q〉1/q (10)

ir apibendrintos q-os eil
es Hursto eksponent
es

Fq(t) ∼ tHq (11)

pateiktos 2 paveiksle. Hursto eksponen�ciu� priklausomyb
e nuo q patvirtina, kad ta�skinis
procesas (4) yra multifraktalinis [8,3]. Multifraktali�skumas apra�so i�vairias nuo mastelio
nepriklausan�ciu� modeliu� savybes.
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2 pav. Ta�skinio proceso (4) apibendrintos q-os eil
es poky�ciu� koreliacin
es funkcijos ir
apibendrintos q-os eil
es Hursto eksponent
es priklausomyb
e nuo 1/q

�Zemu� da�zniu� srityje spektrini� tanki� lemia signalo statistin
es savyb
es ilgiems lai-
kams. Toliau analizuojamas kitas ta�skinis modelis, kuriame laiku� tarp i�vykiu� trukm
es
τk priklausomyb
e nuo i�vykio numerio k nusakoma Lan�zeveno lygties

dτk

dk
= h(τk) + g(τk)ξ(k) (12)

su dreifo h(τk) ir triuk�smo g(τk)ξ(k) koe�cientais. I�vykio numeris k laikomas tolyd�ziu
kintamuoju, o Gauso triuk�smas ξ(k) tenkina standartine� sa�lyga� 〈ξ(k)ξ(k′)〉 = δ(k−k′).
Laipsninin
es formos spektrini� tanki� labai da�znai sa�lygoja kitu� charakteristiku� laips-
nin
e priklausomyb
e [1, 2], tod
el dreifo koe�cientas ir τk skirstinys parenkami laipsnin
es
formos:

h(τk) = γτ δ
k , Pk(τk) = Cτα

k , τmin ≤ τk ≤ τmax. (13)
�Cia γ yra signalo relaksacijos koe�cientas. Tokiam signalui i�vedus pa�zym
ejimus κ =
α

2−δ
− 1

2
,

f0 =
γ

π
(Cτ̄)

2−δ
α , f1 =

γ

πτ 2−δ
max

, f2 =
γ

πτ 2−δ
min

, (14)

da�zniu� srityje f1 � f � f2, kai −1 < κ < 1/2 gaunamas spektrinis tankis

S(f) =
Γ(1 + κ)Ī2

√
π(2− δ) cos[(κ/2 + 1/4)π]f

(
f0

f

)κ+ 1
2

, (15)

tai yra S(f) ∼ 1/f1+ α
2−δ . Gavome spektrini� triuk�smo tanki� 1/fβ, kurio polinkis β gali

b	uti pla�ciame da�zniu� diapazone tarp 0,5 ir 1. Labai dideliems da�zniams f � τ−1
max (2)

lygtyje sumos keisti integravimu negalime, tod
el gauname �sratini� triuk�sma� S(f) = 2āĪ.
Papras�ciausias ir geriausiai �zinomas ta�skinis procesas, pasi�zymintis laipsniniu τk

skirstiniu, yra stochastinis procesas su g(τk) = στµ
k ir δ = 2µ− 1, t. y.,

τk+1 = τk + γτ 2µ−1
k + στµ

k εk. (16)

Procesa� (16) atitinkan�cios stacionariosios Fokerio-Planko lygties sprendinys τk skirsti-
niui k erdv
eje yra

Pk(τk) =
1 + α

τ 1+α
max − τ 1+α

min

τα
k , α =

2γ

σ2
− 2µ. (17)
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3 pav. Skirstiniai Pk(τk), gauti i�s (16) lygties sprendinio su parametrais: a) µ = 0, 5, σ =
0, 02 ir skirtingomis relaksacijos vert
emis: γ = 0, 0001 (apskritimai), 0, 0002 (kvadratai),
0, 0003 (trikampiai); ir b) µ = 1, σ = 0, 1 ir γ = 0, 008 (apskritimai), 0, 01 (kvadratai),
0, 012 (trikampiai). I�stisin
es linijos vaizduoja skirstinius, apskai�ciuotus pagal (17) lygti�
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4 pav. Pagal (16) lygti� generuoto signalo spektrinio tankio (2) priklausomyb
e nuo da�znio.
Parametru� vert
es tokios pat, kaip 3 paveiksle. I�stisin
es linijos vaizduoja analizinius rezul-
tatus, apskai�ciuotus pagal (18) lygti�

�Sio ta�skinio proceso spektrinis tankis, kai f1 � f � f2, yra

S(f) =
(2 + α)(β − 1)ā2Γ(β − 1/2)
√

πα(τ 2+α
max − τ 2+α

min ) sin(πβ/2)

(γ

π

)β−1 1

fβ
, (18)

kur
β = 1 +

α

3− 2µ
,

1

2
< β < 2. (19)

Atlikus kintamu�ju� pakeitima� dt = τkdk ir per
ejus i�s k erdv
es prie realaus laiko, signalo
intensyvumo skirstinys yra

P (I) =
λ− 1

τλ−1
max − τλ−1

min

āλ−1

Iλ
, λ = 3 + α. (20)

Toliau analizuojami du skirtingi atvejai. Kai µ = 1, gauname multiplikatyvini�
procesa�, kuriam stochastinis laiko tarp impulsu� pokytis proporcingas laikui tarp impul-
su�. Kitu atveju, kai µ = 1/2, gauname Lan�zeveno lygti� realiame laike

dτ

dt
= γ

1

τ
+ σξ(t), (21)
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5 pav. Signalo intensyvumo skirstiniai P (I). Parametru� vert
es tokios pat, kaip 3 pa-
veiksle. I�stisin
es linijos, vaizduojan�cios analizinius rezultatus, apskai�ciuotos pagal (20)
lygti�

tai yra laiku� tarp impulsu� Brauno judesi� su tiesine signalo relaksacija. �Siu� atveju� τk

skirstiniai, spektriniai tankiai ir signalo intensyvumo skirstiniai pavaizduoti 3, 4 ir 5
paveiksluose.

Tiesin
es relaksacijos signalu� suma

�Siame skyriuje analizuojami signalai Il(t), gauti i�s stochastin
es diferencialin
es lygties

İl = −γl(Il − Īl) + σlξl(t) (22)

su i�vairiais tiesin
es relaksacijos laikas τ rel
l = 1/γl. Lygties sprendinys yra

Il(t) =

t∫
0

e−γl(t−t′)[γlĪl + σlξl(t
′)]dt′. (23)

Signalo spektrini� tanki� apra�so Lorenco formul
e

Sl(f) = 2 lim
T→∞

T∫
−T

Cl(s)e
i2πfsds =

2σ2
l

γ2
l + (2πf)2

+ 2δ(f)Īl
2
, (24)

o signalo intensyvuma� � Gauso skirstinys

Pl(Il) =
1

√
2πσ

(l)
I

exp

{
−(Il − Ī)2

2σ
(l)2
I

}
, (25)

kur σ
(l)
I = σl/

√
2γl. Signalo vert
es laiko momentais I

(k)
l (k∆t) generuojamos naudojantis

rekurentiniu sa�ry�siu

I
(k)
l = I

(k−1)
l − γl(I

(k−1)
l − Īl)∆t + σlε

(k)
l

√
∆t (26)

ir panaudojant greita�ja� Furj
e transformacija� apskai�ciuojamas signalo spektrinis tankis.
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6 pav. a) Skaitmeni�skai apskai�ciuotas suvidurkinto signalo (22) � (27) skirstinys (ap-
skritimai). I�stisin
e linija vaizduoja (30) teorini� Gauso skirstini�; b) skaitmeninis spektri-
nis tankis, apskai�ciuotas naudojant greita�ja� Furj
e transformacija� (apskritimai) ir teorin
e
i�stisin
e kreiv
e, apskai�ciuota pagal (29) lygti�

Signala� su 1/f triuk�smu galima gauti analizuojant signalu� su tiesin
es relaksacijos
laikais suma� arba vidurki�

Ia(t) =
1

N

N∑
l=1

Il(t). (27)

Atskiri signalo sandai su skirtingais relaksacijos laikais turi b	uti nekoreliuoti tarpusavyje
[9, 10]. I�vede� relaksacijos spartu� γ tanki� g(γ) apskai�ciuojame signalu� sumos spektrini�
tanki�. Tada

S(f) =
1

πf

γmax/ω∫
γmin/ω

σ2(ωx)g(ωx)

1 + x2
dx, ω = 2πf. (28)

1/f spektrinis tankis gaunamas, kai σ2(ωx)g(ωx) = σ2(γ)g(γ) = A = const. I�slaikant
�sia� sa�lyga� sud
etinio signalo vidurkio spektrinis tankis yra

Sa(f) ' A

2N2f
, (29)

o vidurkis ir dispersija i�srei�skiami formul
emis

Īa =
1

N

∑
l

Īl, σ2
a =

1

N2

∑
l

σ2
l

2γl

. (30)

(22) � (27) skirstinys ir spektrinis tankis pateikti 6 paveiksle.
Skaitmeni�skai i�stirtas tiesin
es relaksacijos signalu� vidurkio fraktali�skumas ir gauta

Hursto eksponent
es neprieklausa nuo 1/q pateikta 7 paveiksle. Tai rodo �sio signalo
monofraktali�skuma�.

Tyrin
ejant tiesin
es relaksacijos signalu� vidurki� galima gauti ne tik 1/f triuk�sma�,
bet ir skirtingo polinkio 1/fβ spektrinius tankius. Pasi	ulytas metodas analizuoti atveji�,
kai i�slaikomas ry�sys

σ2(γ)g(γ) = Aγη. (31)
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7 pav. Tiesin
es relaksacijos signalu� vidurkio apibendrintos q-os eil
es poky�ciu� koreliacin
es
funkcijos ir apibendrintos q-os eil
es Hursto eksponent
es priklausomyb
e nuo 1/q
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8 pav. a) Signalo skirstinys ir b) spektrinis tankis i�slaikant (31) sa�lyga�. Apskritimai
vaizduoja skaitmenini� modeliavima� kai η = −0, 25, kvadratai atitinka η = 0, 25. I�stisin
es
linijos vaizduoja (33) ir (32) lygtis

�Cia A ir η yra parenkami parametrai. Riboje, kai γmin → 0 ir γmax → ∞, i�s (28)
formul
es gauname spektrini� tanki�

Sa(f) ' (2π)ηA

2N2 cos(πη/2)

1

f 1−η
. (32)

Parinkdami η = 1−β gauname i�s anksto parinktas spektrinio tankio polinkio β vertes.
Signalo skirstinys apra�somas Gauso formule

Pa(Ia) =
1√

2πσa

exp

{
−(I − Īa)

2

2σ2
a

}
, (33)

kur dispersija σ2
a yra

σ2
a =

A(γη
max − γη

min)

2N2η
. (34)

�Sio signalo skirstinys ir spektrinis tankis pateikti 8 paveiksle. Palygine� 8 ir 4 pa-
veikslus matome, kad skirtingos prigimties procesai � multiplikatyvus stochastinis pro-
cesas ir tiesin
es relaksacijos signalu� vidurkis � generuoja 1/fβ triuk�sma�, nors ju� signalu�
skirstiniai yra skirtingi: vieno � laipsninis, o kito � Gauso. Multiplikatyvus procesas
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nereikalauja plataus relaksacijos laiku� pasiskirstymo, tod
el yra bendresnis ir gali b	uti
naudojamas apra�sant i�s impulsu� sudarytus stochastinius signalus.

Tolydus signalas
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9 pav. Signalo (35) a) pavyzdys ir b) spektrinis tankis (apskritimai). I�stisin
e linija
vaizduoja (5) lygties sprendini�, o punktyrine linija pavaizduotos (36) formul
es vert
es

�Siame skyriuje tyrin
ejami tolyd	us i�s impulsu� sudaryti stochastiniai signalai. Ta�s-
kiniame procese (4) Dirako delta funkcijos pakei�ciamos vienodos formos impulsais. I�s
prad�ziu� analizuojami Gauso formos impulsai ir signalas i�srei�skiamas tokia suma:

I(t) = ā
∑

k

1√
2πσp

exp

{
−(t− tk)

2

2σ2
p

}
. (35)

Tokiam signalui gautas spektrinis tankis

S(f) = Sδ(f)Sσ(f), (36)

kur

Sδ(f) = lim
T→∞

〈
2ā2

T

∣∣∣∣∣∑
k

e−i2πftk

∣∣∣∣∣
2〉

(37)

ir
Sσ(f) = e−(2πfσp)2 . (38)

Skaitmeni�skai modeliuotas signalas ir jo spektrinis tankis pateikti 9 paveiksle. Paly-
ginus su ta�skiniu procesu stebime Gauso formos impulsu� i�taka� dideliu� da�zniu� srityje �
spektrinis tankis ½nupjaunamas�, o nupjovimo da�znio verte� apsprend�zia impulso plotis
σp.

Kitas pasi	ulytas metodas � pagaminti tolydu� stochastini� signala� i�s ta�skinio proceso
naudojant skirtingos formos impulsus, bet i�slaikant vienoda� ju� plota�. Tokiu atveju
vieno impulso vidutin
e i�taka signalui i�slieka nepakitusi. Papras�ciausias tokiu� impulsu�
formos pavyzdys � sta�ciakampiai. Modeliuojant naudojami sta�ciakampiai impulsai,
kuriu� trukm
e lygi τk = tk − tk−1, o auk�stis atitinkamai lygus ā/τk. Signalo, pagaminto
i�s sta�ciakampiu� impulsu�, intensyvumo skirstinys

P (I) =
KĪ2

√
πI3

exp

{
−γā2

σ2

(
1

Ī
− 1

I

)2
}

. (39)
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10 pav. Signalo, sudaryto i�s sta�ciakampiu� impulsu�, a) skirstinys ir b) spektrinis tan-
kis. Apskritimai vaizduoja skaitmeni�skai gautus rezultatus, o i�stisin
es linijos � analizinius
rezultatus

Signalo skirstinys ir spektrinis tankis pavaizduoti 10 paveiksle. Skaitmeni�skai gau-
namas ma�zesnis spektrinio tankio intensyvumas, nes generuojant ta�skini� procesa� buvo
pritaikyta atspindinti kra�stin
e sa�lyga ta�ske τk = 0.
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11 pav. I�s vienodo ploto sta�ciakampiu� impulsu� pagaminto signalo a) pavyzdys ir b) spekt-
rinis tankis. Impulsu� trukm
es pasiskirs�ciusios tolygiai, o laikai tarp impulsu� pasiskirste�
pagal Puasono skirstini�. Apskritimai vaizduoja skaitmenini� modeliavima�, o i�stisin
e linija
� (44) analizini� rezultata�

Toliau analizuojamas atvejis, kai laikai tarp impulsu� pasiskirste� pagal Puasono skirs-
tini� P (τ) = 1

τ̄
exp{− τ

τ̄
}. �Siuo atveju spektrinis tankis i�srei�skiamas formule

S(f) = 2ν̄
〈
|Fk(ω)|2

〉
, (40)

kur Fk(ω) yra k-ojo impulso Furj
e transformacija, o ν̄ � impulsu� skai�cius laiko vienete.
Pasi	ulyta apibendrinta impulsu� forma

Ak(t) = T ρ
k A

(
t

Tk

)
, (41)

kur Tk � santykin
e impulso trukm
e, o A(t) � impulso forma� apra�santi funkcija. Vert
e
ρ = 0 atitinka vienodo auk�s�cio impulsus, o ρ = −1 vienodo ploto impulsus. Signalu�
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spektrin
es charakteristikos analizuojamos analizi�skai. Pasirinkus laipsnini� impulsu� truk-
m
es skirstini�

P (Tk) =

{
α+1

T α+1
max −T α+1

min

Tα
k , Tmin ≤ Tk ≤ Tmax,

0, kitais atvejais,
(42)

ir kai tenkinamos sa�lygos α > −1, 1
Tmax

� ω � 1
Tmin

ir α + 2ρ + 4 = 0, gauname 1/f
spektrini� tanki�

S(f) ≈ 2ν̄(α + 1)ω

(Tα+1
max − Tα+1

min )

∞∫
0

|F (u)|2du

u2
. (43)

Kai Tmin � Tmax ir α > −1, i�svedame spektrinio tankio i�srai�ska�

S(f) ' ν̄ā2

fTmax

. (44)

11 paveiksle pavaizduotas signalo pavyzdys ir spektrinis tankis.
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12 pav. Apskritimai vaizduoja signalo, gauto skai�ciuojant ta�skinio proceso i�vykius pasi-
rinktuose intervaluose, spektrini� tanki�, i�stisin
e linija � pradinio ta�skinio proceso analizini�
spektrini� tanki�

Gauti tolydu� stochastini� procesa� i�s ta�skinio proceso galima ir nenaudojant impulsu�.
Da�znai �nansu� rinkose naudojamas metodas, kai visas steb
ejimo laikas padalijamas i�
vienodo ilgio intervalus ir signalo intensyvumo vert
e pasirinktame intervale prilygina-
ma ta�skinio proceso i�vykiu� tame intervale skai�ciui [11,12]. �Sis metodas taikomas skait-
meni�skai analizuojant labai didelius informacijos kiekius, pavyzd�ziui, keleriu� metu� ar
de�simtme�ciu� sandoriu� laikus. 12 paveiksle pateiktas spektrinis tankis, gautas pritaikius
�sia� metodika� (4) ta�skiniam procesui.

Tolydus signalas i�s ta�skinio gali b	uti gaunamas ne tik panaudojus i�vairios formos
impulsus, bet ir i�vedus signalo intensyvuma� kaip atvirk�stini� trukmiu� tarp impulsu� dydi�
νk = 1/τk. Signalo intensyvumas ta�skiniui procesui (4) i�srei�skiamas rekurentiniu sa�ry�siu

νk =
νk−1

|1− γ(1− ν̄−1νk−1) + σνk−1εk|
. (45)

Pritaike� It�o kintamu�ju� pakeitimo formule�, i�svedame rekurentine� skirtumine� lygti� signalo
intensyvumui

νk =
∣∣νk−1 + γνk−1(1− ν̄−1νk−1) + σ2ν3

k−1 + σν2
k−1εk

∣∣ . (46)
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�Sia� lygi� atitinka netiesin
e It�o diferencialin
e realaus laiko lygtis

dν

dt
= γν2(1− ν̄−1ν) + σ2ν4 + σν5/2ξ(t). (47)

Skirtuminiu� lyg�ciu� spektriniai tankiai pavaizduoti 13 paveiksle.
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13 pav. a) (45) lygties ir b) (46) lygties generuotu� signalu� spektriniai tankiai. Apskritimai
vaizduoja skaitmeninius rezultatus, o i�stisin
es linijos � pradinio ta�skinio proceso analizini�
spektrini� tanki�

Gri��ztame prie multiplikatyvaus ta�skinio proceso

τk+1 = τk + γτ 2µ−1
k + στµ

k εk. (48)

Ji� perra�som kaip diferencialine� It�o stochastine� lygti�, skai�ciu� k interpretuodami kaip
tolydu� kintama�ji�

dτk

dk
= σξ(k), (49)

ir kintama�ji� k pakei�ciame realiu laiku t. I�vede� signalo vidurki� laiko intervale τk

x =
ā

τk

, (50)

gauname netiesine� stochastine� diferencialine� lygti�

dx

dt
= (σ2 − γ)

x4−2µ

a3−2µ
+

σx5/2−µ

a3/2−µ
ξ(t). (51)

Begalini� signalo did
ejima� arba ma�z
ejima� apribojame eksponenti�skai ir, i�vede� redukuota�
laika� ts ir naujus parametrus

η =
5

2
− µ, Γ = 1− γ

σ2
, (52)

gauname netiesine� stochastine� diferencialine� lygti�

dx

dts
=

m

2

(
xm

min

xm+1−2η
− xm−1+2η

xm
max

)
+ Γx2η−1 + xηξ(ts), (53)

generuojan�cia� signalus su

S(f) ∼ 1

fβ
, β = 2− 2Γ + 1

2η − 2
(54)
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spektriniu tankiu. �Sios diferencialin
es lygties sprendinio � stochastinio signalo skirstinys
randamas i�ssprendus atitinkama� stacionaria�ja� Fokerio-Planko lygti�, t. y.

P (x) ∼ 1

xλ
, λ = 2(η − Γ). (55)

Skaitmeni�skai integruojant (53) lygti� naudojami kintami integravimo �zingsniukai hi,
tokie, kad signalo poky�ciai b	utu� proporcingi pa�ciam kintama�jam, t. y. hi gaunami i�s
sa�ry�sio xη

i

√
hi = κxi, kur κ � 1 yra ma�zas parametras. Rezultatai pateikti 14 paveiksle.
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x
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f

b)
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14 pav. Apskritimai vaizduoja skaitmeni�skai modeliuota� (53) lygties kintamojo x
a) skirstini� ir b) spektrini� tanki�. Tolygios kreiv
es vaizduoja analizinius rezultatus (55)
ir (54). Naudoti parametrai: xmin = 1, xmax = 103, m = 1, Γ = 0, 75, η = 2 ir κ = 0, 1

Hamiltonin
es sistemos

�Siame skyriuje gaunamas 1/f triuk�smas i�vairiose hamiltonin
ese sistemose per
ejimo nuo
reguliarios prie chaotin
es dinamikos srityje. Viena papras�ciausiu� sistemu�, pasi�zymin�ciu�
chaotin
emis savyb
emis, yra periodi�skai sm	ugiuojamas rotorius su trintimi, pavaizduotas
15 paveiksle. Rotoriaus jud
ejimas apra�somas

ϕ

F

15 pav. Periodi�skai sm	ugiuojamas rotorius

ϕ̈ + Γϕ̇ = F ≡ Kf(ϕ)
∞∑

n=0

δ(t− nT ) (56)
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lygtimi, kur n � sveikas skai�cius, Γ �zymi trinties mata�, laiko periodas tarp sm	ugiu� yra
T , f � j
ega, judesio kiekio momentas prilygintas vienetui, o ϕ yra kampin
e koordi-
nat
e. Atlikus kintamu�ju� pakeitima� (56) lygtis transformuojasi i� netiesiniu� pirmos eil
es
diferencialiniu� lyg�ciu� sistema�

ẋ = y, (57)

ẏ = −Γy + Kf(x)
∞∑

n=0

δ(z − nT ), (58)

ż = 1. (59)

Suintegravus trimat
e diferencialiniu� lyg�ciu� sistema transformuojama i� dvimati� diskretu�
atvaizda�. Kai n
era trinties (Γ → 0), T = 1 ir i�sorin
e j
ega yra f(xk) = sin xk, gauname
standartini� �Cirikovo atvaizda�

yk+1 = yk + K sin xk,

xk+1 = xk + yk+1. (60)

 9

 10

 11

 12

 13

 14

 15

 16
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θ
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101

102

10-5 10-4 10-3 10-2 10-1 100

S(
f)

f

b)

β=1.39

16 pav. a) Rotoriaus jud
ejimo fazin
e erdv
e arti krizinio ta�sko K = 1, 03 ir b) jo periodo
�iuktuaciju� spektrinis tankis

Standartiniame atvaizde pereinama nuo reguliarios prie chaotin
es dinamikos, kai
K = Kc ≈ 1 [13, 14]. Trinties neveikiamo rotoriaus hamiltonianas yra

H(xk, yk) =
y2

k

2
+ K cos(xk)

∞∑
n=0

δ(t− nT ). (61)

Spre�sdami Hamiltono lygtis ir naudodami (60) atvaizda�, apskai�ciuojame rotoriaus pe-
rioda� Tk po k i�sorin
es j
egos sm	ugiu�. Tur
edami periodo vertes, analogi�skai �sirdies ritmo
skai�ciavimams [15, 16], sukonstruojame signala� k erdv
eje, o signalo intensyvuma� prily-
giname periodui Tk. 16 paveiksle pateikta rotoriaus jud
ejimo fazin
e erdv
e ir jo periodo
�iuktuaciju� spektrinis tankis.

Toliau analizuojamas vienmatis klasikinis vandenilio atomas vienspalviame elekt-
romagnetiniame lauke. Vandenilio atomas vienspalviame elektromagnetiniame lauke
yra viena i�s papras�ciausiu� sistemu�, kurios dinamika, priklausomai nuo santykinio lauko
stiprio ir da�znio, gali b	uti reguliari arba chaotin
e [17, 18]. Analizuojant teori�skai ju-
desio atvaizdai yra patogesni u�z juos atitinkan�cias diferencialines lygtis. Tyrin
ejamas
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17 pav. a) (63) ir (66) atvaizdo (ε, ϑ) trajektorijos ir b) jo periodo �iuktuaciju� spektrinis
tankis

redukuotos energijos ir faz
es dvimatis atvaizdas. Tiesin
es poliarizacijos vienspalviame
lauke esanti� vandenilio atoma� apra�so hamiltonianas

H =
1

2

(
P +

1

c
A

)2

− 1

r
. (62)

�Cia P � apibendrintas momentas, c � �sviesos greitis, A � vektorinis lauko potencialas, F
� lauko intensyvumas, ω � lauko da�znis, o ϑ �zymi lauko faze�. Energijos pokytis Ė ran-
damas i�s Hamiltono lyg�ciu�. I�vedus redukuota� energija� ε = −2E/ω2/3 ir redukuota� lauko
intensyvuma� Fs = F/ω4/3, gautas redukuotos energijos pokytis tarp dvieju� apocentru�

εj+1 = εj − πF0ε
2
0h(εj+1) sin ϑj, (63)

kur
h(εj+1) =

4

εj+1

J′sj+1
(sj+1), (64)

o Js(z) �zymi Angerio funkcija�. I�vedus generuojan�cia�ja� funkcija� G(εj+1, ϑj) ir pareika-
lavus fazin
es erdv
es ploto pastovumo

∂(εj+1, ϑj+1)

∂(εj, ϑj)
= 1, (65)

gaunama faz
es poky�cio per perioda� rekurentin
e lygtis

ϑj+1 = ϑj + 2πε
−3/2
j+1 − πF0ε

2
0η(εj+1) cos ϑj, (66)

kur
η(εj+1) =

dh(εj+1)

dεj+1

. (67)

Naudojantis (63) ir (66) lygtimis tyrin
ejama vandenilio atomo dinamika ir jonizacijos
sa�lygos. 17 paveiksle pavaizduota vienma�cio vandenilio atvaizdas (63), (66) ir periodo
�iuktuaciju� spektrinis tankis.

Neapsiribodami vienma�ciu atveju, tyrin
ejame ir dvimati� vandenilio atoma� vienspal-
viame elektromagnetiniame lauke, pavaizduota� 18 paveiksle. Dvima�cio vandenilio ato-
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y

x

y’

x’

F

ξ

r

φ

v

18 pav. Dvimatis vandenilio atomas elektromagnetiniame lauke

mo hamiltonianas u�zra�somas taip:

H =
m

2
ṙ2 + r2ξ̇2 − rF cos(ξ + ϕ) cos(ωt + ϑ)− 1

r
. (68)

Tyrin
ejant dvima�cio vandenilio dinamika� patogiau yra pereiti prie elipsiniu� koordina�ciu�.
�Sioje koordina�ciu� sistemoje visos i�srai�skos gaunamos paprastesn
es ir ai�skesn
es. Anali-
zuojant dvimati� jud
ejima� tyrin
eti vien energijos pokyti� nepakanka. I�s Hamiltono lyg�ciu�
gaunama judesio kiekio momento i�srai�ska

Ṁ = −∂H
∂ξ

= −rF sin(ξ + ϕ) cos(ωt + ϑ). (69)

Pasinaudojus jud
ejimo fazin
es erdv
es pastovumo sa�lyga gautos energijos, judesio kie-
kio momento ir faz
es rekurentin
es kitimo lygtys, kai judesio prad�zia yra trajektorijos
apocentre ir pericentre.

Panaudojus asimptotines Angerio funkcijos i�srai�skas analizuojami atvejai, kai san-
tykinis da�znis yra didelis s � 1, kai orbitos labai i�stemptos (ekscentricitetas e ≈ 1)
ir beveik apskritimin
es orbitos (e ≈ 0). �Siems atvejams i�svestos energijos, judesio kie-
kio momento ir faz
es rekurentin
es kitimo lygtys. 19 paveiksle pavaizduotos dvima�cio
vandenilio atomo judesio atvaizdo trajektorijos ir periodo �iuktuaciju� spektrinis tankis.

Analizuojamas ir atvejis, kai i�sorinio elektromagnetinio lauko poliarizacija yra ap-
skritimin
e. Energijos kitima� tokiame lauke apra�so lygtis

Ė = −eF (vx cos(ωt + ϑ)± vy sin(ωt + ϑ)) , (70)

kur ± atitinka kairine� ir de�sinine� poliarizacija�. Gautos tokio lauko veikiamo klasikinio
vandenilio energijos ir judesio kiekio momento poky�ciu� per perioda� i�srai�skos.

Skaitmeninio modeliavimo ir skai�ciavimo programos

�Siame skyriuje pristatomi skaitmeninio skai�ciavimo metodai, panaudoti modeliuojant
i�vairius ta�skinius procesus, signalus ar kitas charakteristikas. Visos programos pa-
ra�sytos C++ programavimo kalba naudojant GNU g++ 3.2.2 versijos kompiliatoriu�
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19 pav. a) Dvima�cio vandenilio atomo fazin
es erdv
es trajektorijos ir b) periodo
�iuktuaciju� spektrinis tankis. Kampas tarp did�ziosios elips
es a�sies ir i�sorinio elektro-
magnetinio lauko vektoriaus ϕ = π/6

Linux operacin
eje sistemoje. Programos para�sytos i� objektus orientuotu programavimo
stiliumi ir gali b	uti perkeliamos i� kitas operacines sistemas ar kompiliuojamos kitais
C++ kompiliatoriais. Atsitiktiniu� skai�ciu� generatorius ir greitoji Furj
e transformacija
buvo atliekama pasinaudojus GSL bibliotekomis.

Pagrindiniai rezultatai ir i�svados

1. Pateiktas paprastas ta�skiniu� vyksmu� modelis, pasi�zymintis 1/fβ triuk�smu su i�vai-
riomis eksponent
es β vert
emis. Laikai tarp impulsu� stochasti�skai kinta tam tik-
rame intervale, nulemdami signalo amplitud
es laipsnini� pasiskirstyma�. Modelis
nereikalauja plataus relaksacijos laiku� pasiskirstymo ar laipsnin
es formos impulsu�.

2. I�stirtas i�s nekoreliuotu� dedamu�ju� susidedan�cio signalo (McWhorter) modelis ir pa-
rodyta, kad signalo, susidedan�cio i�s signalu� su laipsni�skai pasiskirs�ciusiais tiesin
es
relaksacijos koe�cientais γ, sumos spektrinis tankis yra 1/fβ formos su i�vairiais
polinkiais β. I�sanalizuotas ta�skinio vyksmo modelio sa�ry�sis su McWhorter mo-
deliu. Ta�skinio proceso signalas yra multifraktalinis, o McWhorter modelio �
monofraktalinis.

3. Parodyta, kad ta�skinis vyksmas, sudarytas i�s Dirako delta funkciju�, panaudojant
i�vairios formos impulsus, gali b	uti transformuotas i� tolydu� signala� ir atgal i� ta�skini�
vyksma�, i�slaikant pradini� �zemu� da�zniu� spektrini� tanki�.

4. I�stirtas i�s tolygiai pla�ciame intervale pasiskirs�ciusios trukm
es vienodo ploto im-
pulsu� atsitiktin
es sekos sudaryto signalo modelis ir parodyta, kad jis pasi�zymi 1/f
spektriniu tankiu pla�ciame da�zniu� intervale.

5. I�sanalizuotas ry�sys tarp i�s impulsu� sudarytu� ta�skinio vyksmo signalu� ir �iuktuo-
jan�cios amplitud
es signalu�. Parodoma, kad vieno tipo signalai gali b	uti transfor-
muojami i� kito tipo signalus i�slaikant �zemu� da�zniu� spektrini� tanki�.

6. Gautos 1/fβ triuk�smu pasi�zymin�cius signalus generuojan�cios netiesin
es skirtu-
min
es ir diferencialin
es lygtys. �Siu� lyg�ciu� sprendiniu� skirstiniai yra laipsnin
es
funkcijos.
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7. Parodyta, kad periodi�skai sm	ugiuojamo rotoriaus periodas per
ejimo nuo regulia-
riu� prie chaotiniu� fazin
es erdv
es trajektoriju� srityje pasi�zymi 1/fβ triuk�smu.

8. Gali b	uti stebimos vienma�cio ir dvima�cio klasikinio vandenilio atomo monochro-
matiniame elektromagnetiniame lauke stochastinio jud
ejimo periodo 1/fβ �iuk-
tuacijos.

9. I�svestos elektrono Kulono lauke energijos ir judesio kiekio momento poky�ciu� per
puse� ir visa� perioda� i�srai�skos vandenilio atomui sa�veikaujant su elektromagnetiniu
lauku. Parodyta kad tik elektrono energijos pokytis, judant tarp dvieju� gretimu�
pericentru�, susije�s su kvaziklasikiniu dipoliniu matriciniu elementu, apra�san�ciu
�suolius tarp su�zadintu� b	usenu�.

10. Sukurta, i�sbandyta ir pritaikyta daugelis kompiuteriniu� programu�, generuojan�ciu�
i�vairius stochastinius ta�skinius vyksmus ir i�vairiu� pasiskirstymu� signalus, skai�ciuo-
jan�ciu� spektrinius tankius ir analizuojan�ciu� i�vairia� signalu� statistika�.
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POINT PROCESSES MODELING OF 1/f NOISE

Doctoral dissertation

Summary

The main objectives aims of the dissertation include: (i) generalizations of the point
process model for generation of signals with di�erent slopes β of the power-law spectral
density 1/fβ, (ii) the analysis of the relation of the point process with the models
representing signals as a sum of appropriate signals with a wide-range distributions of
the linear relaxation of signal components, (iii) relation of the point process with the
stochastic signals represented by �uctuating intensity, (iv) derivation and analysis of the
stochastic nonlinear di�erence and di�erential equations generating signals with 1/fβ

noise, (v) modeling and analysis of 1/fβ noise processes by sequences of stochastic pulses
of di�erent durations, and (vi) search of 1/fβ noise in chaotic Hamiltonian systems such
as a classical hydrogen atom in an electromagnetic �eld, deriving recurrent expressions
for the energy and angular momentum changes of the electron.

We present a simple point process model of 1/fβ noise, covering di�erent values
of the exponent β. The signal of the model consists of pulses or events. The inter-
pulse, interevent, interarrival, recurrence or waiting times of the signal are described by
the general Langevin equation with the multiplicative noise and stochastically di�use
in some interval resulting in the power-law distribution. Our model is free from the
requirement of a wide distribution of relaxation times and from the power-law forms
of the pulses. It contains only one relaxation rate and yields 1/fβ spectra in a wide
range of frequency. We obtain explicit expressions for the power spectra and present
numerical illustrations of the model.

Further we analyse the relation of the point process model of 1/f noise with the
Bernamont-Surdin-McWhorter model, representing the signals as a sum of the uncor-
related components. We show that the point process model is complementary to the
model based on the sum of signals with a wide-range distribution of the relaxation
times. In contrast to the Gaussian distribution of the signal intensity of the sum of
the uncorrelated components, the point process exhibits asymptotically a power-law
distribution of the signal intensity. The developed multiplicative point process model
of 1/fβ noise may be used for modeling and analysis of stochastic processes in di�erent
systems with the power-law distribution of the intensity of pulsing signals.

Generation and analysis of 1/f noise as consisting of pulses (point process) and
represented by �uctuating amplitude of the signal are presented as well. It is shown
how one type of a signal can be transformed into the other type with the same low
frequency power spectral density. The autoregressive equations for the interevent time
of the point process may be transformed to the di�erence equations for the signal and
to the nonlinear It�o stochastic di�erential equations for the rate of the signal, resulting
in the 1/f noise process. On the other hand, every signal may be transformed into the
point-like process by the integrate-and-�re method for the generation of the occurrence
times of the pulses.

Further we investigate the other model where the currents or signals are represented
as sequences of the random pulses, for which recurrence time intervals between transit
times of pulses are uncorrelated with the shape of the pulse. It is shown that for the
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pulses of a �xed area with random duration, distributed uniformly in a wide interval,
1/f behavior of the power spectrum of the signal or current in a wide range of frequency
may be obtained.

Expressions for energy and angular momentum changes of the hydrogen atom due to
the interaction with the electromagnetic �eld during the period of the electron motion
in the Coulomb �eld are derived. We show that the period of motion of a rotor without
a friction, a�ected by the periodic strikes and one-dimensional classical hydrogen atom
in a linearly polarized monochromatic electromagnetic �eld and two-dimensional atom
in monochromatic �eld exhibit stochastic motion and can result in 1/fβ noise.

During the research time various programs, generating di�erent stochastic point
processes and signals of various distributions, calculating power spectral densities of
di�erent processes and analysing statistics of the signals were written, tested and ap-
plied.
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