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1 [Ivadas

Teorinéje atomo spektroskopijoje nagrinéjami elektrony reliatyvistiniai ir koreliaciniai efektai,
atominis lygiSkumo pazeidimas, elektrony ir atomy ar jony susidurimai bei daugelis kity atomo
fizikoje nagriné¢jamy reiSkiniy yra pakankamai tiksliai apraSomi pasinaudojant neredukuotiny
tenzoriniy operatoriy formalizmu. Sio metodo efektyvuma salygoja atomo simetrijos savybeés,
kuriomis remiantis neredukuotini tenzoriniai operatoriai yra konstruojami. Fiziky teoretiky
tarpe pastarasis formalizmas placiai paplito dél gerai iSvystyto grupiy neredukuotiny jvaizdzZiy
matematinio aparato, kadangi abstrakCiy transformacijos grupiy savybeés vektorinéje erdvéje
atspindimos biitent grupés jvaizdziy pagalba. Tokiu biidu, fundamentali sasaja tarp abstrakciy
Hilberto erdvés operatoriy ir matuojamy dydziy yra perteikiama bitiesiniy funkcionaly pagalba.
Fizikoje Sie funkcionalai yra postuluojami turintys teigiama arba lygia nuliui skaliaring san-
dauga Euklidinéje erdvéje ir daZniausiai vadinami operatoriy matriciniais elementais duotoje
bazéje.

Fizikiniai procesai ir jvairts spektroskopiniai dydziai, kaip antai, elektrono Suolio tikimybe,
energijos lygmens plotis, biisenos gyvavimo trukmé, saveika tarp elektrony ir daugelis kity yra
vienareik§miskai aprasomi atitinkamy saveikos ar procesa apibiidinanciy operatoriy matricini-
ais elementais pasirinktoje bazéje. lki Siy dieny tiksliausiai mikroskopinius dydZius atvaiz-
duoja atomo sluoksninis modelis, kurj pasitlé N. Boras [1]. Siame modelyje atomo elektrony
buisenos charakterizuojamos neneigiamais skaiciais, kurie, savo ruoztu, formuoja kvantiniy
skaiCiy, apibudinanciy lokalinés sistemos Hamiltoniana, aibe. Matematiniu poZiuriu Sie skaiciai
Zymi tam tikros transformacijos grupés neredukuotinus jvaizdZius, jeigu grupés elementai ko-
mutuoja su sistemos Hamiltonianu. Paprasciausias ir geriausiai Zinomas yra taip vadinamas
centrinio lauko Hamiltonianas, invariantinis atspindzio ir sukimo trimatéje Euklido erdvéje
R? atzvilgiu. Siuo atveju centrinio lauko Hamiltoniano tikrinés funkcijos yra charakterizuo-
jamos konfigaracijos lygiskumu IT ir SO(3)-neredukuotinu jvaizdziu L, dar Zinomu kaip jude-
sio kiekio momentas. Kadangi O(3) grupés elementai yra sudaryti i§ atspindzio ir SO(3)
matricy sandaugos, tai centrinio lauko Hamiltonianas yra invariantiS$kas O(3) transformacijy
atzvilgiu. I8 kitos pusés, SU(2) yra dengiancioji SO(3) grupé, todél centrinio lauko Hamilto-
niano tikrinés funkcijos taip pat gali bati charatkerizuojamos SU(2)-neredukuotinu jvaizdZiu
J, fizikoje dar vadinamu pilnu judesio kiekio momentu. Kvantin¢ judesio kiekio momento
teorija pirma karta buvo suformuluota E. U. Condon, G. H. Shortley darbe [2] ir véliau Zymiai
labiau iSplétota E. Wigner, G. Racah [3-6], A. P. Jucio ir kt. [7-9] darbuose. Nepaisant tiksliai ir
aiskiai suformuluoty neredukuotiny jvaizdziy vidiniy ir iSoriniy sandaugy redukavimo taisykliy,
Ju taikymas placiai diskutuojamas iki Siy dieny [10-14], ir daugelis problemy, susijusiy su re-
dukavimo schemos parinkimu yra neiSsprestos ir Siandien. Tai ypac aktualu daugialelektronéms
sistemoms, kuomet siekiama kaip galima labiau sumaZinti laiko sagnaudas, reikalingas atomini-
uose skaiciavimuose.

Stacionaraus atomo Hamiltoniano tikriné funkcija yra konstruojama uZ centrinio lauko ar-
tinio ribuy, ir tai yra pagrindiné atomo fizikos problema, suteikianti galimybe pasireiksti patiems
Ivairiausiems matematiniams modeliams, kadangi tikslios funkcijos neZinomos. Matematiniu
poziuriu Hamiltoniano tikrinés funkcijos formuoja tam tikra tiesing erdve. Jeigu Hamiltoni-
ano spektrinis pavidalas yra diskretinis, tuomet tikrinés funkcijos formuoja separabilia Hilberto
erdve; prieSingu atveju erdveé yra neseparabili. Paprastai atomo Hamiltoniano tikrinés funkcijos
yra konstruojamos formuojant centrinio lauko Hamiltoniano tikriniy funkcijy tiesines kombi-
nacijas. Tai salygoja skirtingas taip vadinamo Hartree—Fock artinio, paremto energijos funkcionalo
varijavimu vienelektronés funkcijos atzvilgiu, versijas. Salia daugelio metodo teikiamy privalumy
ir iSplétotos technikos, pagrindiné artinio taikyma sunkinanti iSdava yra labai dideli reikalingy
konfigiiracijy skaiciai ir labai aukstos eilés energijos matricos [15-17]. Kadangi daugiakon-
figuraciné funkcija yra konfiguraciniy funkcijy superpozicija, tai Hartree—Fock artinys yra ri-
bojamas pasirinktos vienos daugiadalelés Hilberto erdvés. PrieSingai Siam modeliui, teorinéje
fizikoje placiai taikomas kitas metodas, leidZiantis konstruoti atomo Hamiltoniano tikring funkcija.
Pastarasis artinys, dar Zinomas kaip daugiadalelé atomo trikdZiy teorija, leidZia operuoti su
skirtingu daugiadaleliy Hilberto erdviy skaiiumi, t.y., bendru atveju atomo trikdziy teorija
suteikia galimybe dirbti Foko erdvéje, o tai salygoja tam tikrus esminius privalumus lyginant
su varijaciniu metodu. Vienas jy — galimybé vienu metu jskaityti skirtingo jonizacijos laipsnio
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atomo Hamiltoniano charakteristikas.

Daugiadalele trikdziy teorija (TT) taikoma ne tik atomo fizikoje. Déka tokiy autoriy, kaip
H. Kelly, D. Mukherjee, 1. Lindgren ir kt. [18-27], pagrindiné teorijos idéja, kaip ir dauge-
lis kity, buvo performuluota ja pasisavinant i§ Siuolaikinés branduolio teorijos kurejy K. A.
Brueckner, J. Goldstone [28—30] darby. TT artinyje daugiadalelio Hamiltoniano tikriné funkcija
generuojama eksponentinio ansatz’o, kuris veikia j Hilberto erdvés vienetinj vektoriy arba, ki-
taip, tikraji vakuuma, pagalba. Taikymuose eksponentinis ansatz’as iSreiSkiamas per taip vadi-
namga banginés funkcijos operatoriy, kuris veikia j modeling funkcija arba, kitaip, fizikinj vaku-
uma. Bitent tokia ansatz’o formuluoté placiai paplitusi Siy dieny autoriy darbuose [31-35].
Atomo uZzdary elektrony sluoksniy atveju modeliné funkcija yra tiesiog Sleiterio (Slater) de-
terminantas. Tuo tarpu modelinés funkcijos konstravimas atomo atviry sluoksniy atveju yra
nepalyginamai sudétingesnis uzdavinys, kuris, beje, bendru atveju neiSsprestas iki Siol. Tradi-
ciSkai pasirinkta daugiadalelé Hilberto erdvé yra suskaidoma j du poerdvius. Vieng ju for-
muoja konfigiiracinés centrinio lauko Hamiltoniano funkcijos, kita — funkcijos, kuriy néra pir-
majame poerdvyje. Tokiu budu, pirmasis poerdvis vadinamas modeline, o antrasis — ortogonalia
erdve [36]. Be to, pagrindiné prieZastis, kodél reikia skaidyti Hilberto erdve j jos poerdvius yra
ta, kad atviry sluoksniy atomo energijos lygmenys yra i§sigimg ir pilna centrinio lauko Hamil-
toniano funkcijy aibé néra Zinoma.

Esminis TT privalumas yra tas, kad atomo Hamiltoniano tikrinés vertés arba energijos
lygmenys randami neZinant Hamiltoniano tikriniy funkcijy. Sprendiniy, t.y., tikriniy verciy
skaiCius yra lygus modelinés erdvés dimensijai. TT artinyje uzdavinys surasti atomo Hamilto-
niano tikrines vertes yra performuluojamas j uzdavin; iSspresti tam tikro efektinio Hamiltoni-
ano, veikianc¢io sukonstruotoje modelingje erdveéje, tikriniy verciy lygtj, kur tikrinés funkcijos
yra modelinés funkcijos. Efektinio Hamiltoniano pavidalas yra nulemtas banginés funkcijos
savybiy. Zinomi taip vadinami Hilberto erdvés ir Foko erdvés artiniai, salygojantys skirtin-
gas banginés funkcijos, o, tuo paciu, ir efektinio Hamiltoniano formuluotes. Hilberto erdves
artinyje modelin¢ erdvé formuojama i$ to paties elektrony skaiciaus ir vienodo lygiSkumo kon-
figliraciniy funkciju. Siuo atveju banginés funkcijos operatorius yra apsprestas vienos dau-
giadaleles Hilberto erdvés atomo Hamiltoniano tikriniy verciy lygties sprendiniais. Vadinasi,
pastarasis artinys operatoriy apibréZtumo tam tikroje erdvéje poZitriu yra analogiSkas dau-
giakonfigiiraciniam Hartree—Fock metodui. Gi Foko erdvés artinyje banginés funkcijos operato-
rius yra vienodas visose daugiadalelése Hilberto erdvése, formuojamose iS skirtingo valentiniy
elektrony skai¢iaus konfigiiraciniy funkcijy. Siame artinyje operatoriams apibrézti ypad pato-
gus yra antrinio kvantavimo formalizmas, kadangi elektrony atsiradimo ir iSnykimo operato-
riai kaip tik ir yra Foko erdvés operatoriai. Antrinio kvantavimo pritaikymas trikdZiy teori-
joje lemia dviejy i§ esmés skirtingy TT versiju kilme¢, ta¢iau pagrindiné idéja lieka tokia pati,
t.y., daugiadalelés sistemos Hamiltonianas yra centrinio lauko Hamiltoniano ir tam tikro trikdj
apibudinancio operatoriaus suma. Suprantama, pagrindinés problemos yra susijusios su trikdZiu.
Skirtingose TT versijose trikdis aprajomas skirtingai. Siomis dienomis populiariausios ir plagi-
ausiai naudojamos yra Rayleigh—Schrodinger ir klasterinio skleidimo (angl. coupled-cluster)
arba CC teorijos. Abi jos formuluojamos antrinio kvantavimo atvaizdavime, kuomet atsir-
adimo ir i$nykimo operatoriy sandauga uZraSoma normaline forma. To pasekoje, trikdZiy eiluté
generuojama Viko (Wick) teoremos [37] pagalba. Iteraciniame Rayleigh—Schrodinger artinyje
Viko teoremos iSdavoje sugeneruoty nariy skaicius smarkiai didéja didéjant trikdZio eilei. Dél
Sios priezasties teorija praktiSkai taikoma tik fiksuotos eilés trikdZiams jvertinti [33, 34, 38].
CC artinyje eksponentinis ansatz’as yra skleidZiamas begaline Teiloro eilute, ir pilna sistemos
banginé funkcija yra iSreiSkiama n—elektroniy (n = 0,1,2,...) funkcijy suma. Praktiniu-
ose taikymuose, akivaizdu, skleidimo nariy suma taip pat pasirenkama baigtiné. D¢l tokios
trikdZio eilutés nariy gausos, miisy dienomis pakankamai gerai iSvystytos kompiuterinés al-
gebros sistemos tampa ypatingai vertingos. Daugelis autoriy naudoja skirtingus programinius
paketus [39—41], dazniausiai atitinkancCius jy atskirus poreikius, taciau vieningo visuotinai nau-
dojamo paketo taip pat kol kas néra.

Dar viena esminé problema, budinga trikdZiy teorijoje, yra sugeneruoty nariy aprobavi-
mas. Siekiant véliau atlikti atominius skai¢iavimus, kurie atsizvelgty, pavyzdZiui, | tam tikros
eilés pataisas, kiekvienas atskiras TT skleidimo narys arba operatorius turi biiti apdorotas,
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t.y., paruoitas efektyviam energijos pataisy skai¢iavimui. Cia susiduriama su daugiaelektroniy
operatoriy matriciniy elementy skai¢iavimo ypatumais. Matematiskai kiekvienas n—elektronis
Foko erdvés operatorius yra apribojamas j redukavimo grupés neredukuotinus poerdvius, kuri-
uose veikia atitinkami neredukuotini tenzoriniai operatoriai. Teorinéje atomo spektroskopi-
joje neredukuotiny tenzoriniy operatoriy metodas buvo pasiulytas B. Judd’o ir kt. [42-44,70]
ir véliau iSplétotas J. Kaniausko, Z. Rudziko ir kt. [46-51] darbuose. Daugeliu atvejy auto-
riai atsizvelgia tik j savosios energijos, vienelektronius ir dvielektronius (n = 0,1, 2) suza-
dinimus. Tai daZniausiai grindZiama dél Siy priezasCiy. Pirma, tokiy suzadinimy jnasas i
energijos pataisas yra didZiausias. Antra, aukStesnés eilés (n > 2) suZadinimy jskaitymas
yra nepalyginamai sudétingesnis matematinis uzdavinys, reikalaujantis atskiros tokio pobudzio
operatoriy analizés. Pavyzdziui, C. Bunge [52] darbe, skirtame atominio berilio banginiy
funkcijy analizei, buvo parodyta, kad dviguby suzadinimy jnaSas j koreliacing energija su-
daro apie 95%, kai tuo tarpu trigubi suzadinimai tesudaré apytikriai 1%. IS kitos pusés, S$i-
uolaikinéje atomo spektroskopijoje matavimai, skirti, pavyzdZiui, atominio lygiSkumo pazei-
dimo paieskoms [53], hipersmulkosios struktiiros radiacinéms pataisoms Sarminiuose metalu-
ose jskaitymui [54], atliekami su paklaida, maZesne nei 0.1%. Kaip parodé S. Porsev’as ir
kt. [71], toks tikslumas trikdZiy teorijos metodais pasiekiamas jskaitant butent trigubus suza-
dinimus. Pastarasis teorinis darbas ir keletas kity, paremty TT formalizmu, akivaizdZiai mo-
tyvuoja iSplétoti n—elektroniy efektiniy operatoriy metoda, kurio taikymo perspektyvos nekelia
abejoniy.

1.1 Pagrindiniai darbo tikslai

1. Sukurti bendrus neredukuotiny tenzoriniy operatoriy, charakterizuojanciy tiek fizikines, tiek
ir efektines saveikas, nagrinéjamas atomo atviry sluoksniy trikdZiy teorijoje, tenzoriniy sandaugy
tyrimo metodus ir formas.

2. Sukurti simbolinio programavimo paketa, kuris leisty atlikti sudétingus matematinius veiksmus
panaudojant Siuolaikinés teorinés atomo spektroskopijos metodus.

3. Sukurto simbolinio programavimo paketo pagalba sugeneruoti atomo trikdZiy teorijos sklei-
dimo narius Foko erdvés atvaizdavime, didelj démesj skiriant modelinés erdvés formavimui
ir fiksuotos trikdzio eilés sugeneruoty nariy kampiniam redukavimui. Tuo paciu, paruosti re-
dukavimo schema, kuri tikty bet kokios eilés skleidimo nariy tyrimui ir buty lengvai pritaikoma
klasterinio skleidimo (CC) artinyje.

1.2 Pagrindiniai uZdaviniai

1. Surasti désningumus, charakteringus operatoriams, veikiantiems jvairiuose Foko erdvés po-
erdviuose. Nustatyti bendras operatoriy elgsena salygojancias iSvadas, iSplaukiancias iS saly-
gos, kad begalinés dimensijos daugiadalelés Hilberto erdvés atomo Hamiltoniano tikrinés vertés
sudaro aibg, kuri turi poaibj, sudaryta i$ baigtinés dimensijos Hilberto erdvés poerdvio atomo
Hamiltoniano tikriniy verciy.

2. Suklasifikuoti antisimetrinius tenzorius, apibréZtus bet kokio ilgio Foko erdvés operatoriy
eilute. Nustatyti sasajas tarp tenzoriy, suredukuoty visomis galimomis neredukuotiny jvaizdziy
Kronekerio sandaugomis; atskiru atveju, momenty jungimo schemomis.

3. Sugeneruoti antros eilés banginés funkcijos operatoriaus ir trecios eilés efektinio Hamilto-
niano, apibrézto tam tikrame baigtinés dimensijos poerdvyje, narius. ISplétoti daugiadaleliy
efektiniy matriciniy elementy metoda, kurio pagalba galima nesunkiai pakeisti tam tikrus re-
dukavimo grupés invariantus priklausomai nuo nagrinéjamo uzdavinio, bet paliekant nepaki-
tusig skleidimo nariu tenzoring sandara.
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1.3 Darbo naujumas

1. Kaip alternatyva tradicinei tenzoriniy operatoriy matriciniy elementy skaiciavimo technikai
funkcijy bazéje ant S?, sukurta metodika skai¢iuoti matricinius elementus SU(2)-neredukuotiny
matriciniy jvaizdziy bazéje. Technika yra grindziama sukonstruoty SO (3)-neredukuotiny tenzo-
riniy operatoriy savybémis.

2. Surastas toks begalinés dimensijos daugiadalelés Hilberto erdvés poerdvis, kad tik dau-
giausia 8 Hilberto erdvés n—elektroniy operatoriy tipai—vienelektroniy orbitaliy (valentiniy,
kamieniniy, suZadinty) galimo i$sidéstymo atzvilgiu—i$ 9" galimy generuoja operatorius duo-
tame poerdvyje, kuriy jnasas trikdZio skleidimo eilutéje nelygus nuliui.

3. Sukurtas efektyvus metodas, kuris leidZia suklasifikuoti bet kokio ilgio Foko erdvés tenzorius
pagal ju redukavimo grupés jvaizdZius. To pasekoje, sudétingy tenzoriniy operatoriy matriciniy
elementy skai¢iavimas yra nesunkiai jgyvendinamas kompiuterinés algebros pagalba.

4. Sukurta visiSkai kitokia efektinio Hamiltoniano skleidimo nariy kampinio redukavimo metodi-
ka, nei buvo naudojama trikdziy teorijoje iki Siol. Pagrindiniai privalumai yra: (i) galimybé
keisti elektrony suzadinimo amplitudes priklausomai nuo konkretaus uzdavinio — tenzoriné
skleidimo nariy struktiira nekinta; (ii) galimybé charakterizuoti tam tikra skleidimo nariy (diagra-
my) aibg viena tenzorine forma. Tokiu budu, sudétinga ir varginanti uzduotis atskirai apdoroti
kiekvieng sugeneruotg narj (diagrama) yra eliminuota.

1.4 Ginamieji teiginiai

1. Egzistuoja tokios funkcijos ant 5% x S?, kad ju pavirSiniai integralai srityje S* sudaro pilna
SO(3)-neredukuotino tenzorinio operatoriaus komponenciy aibg.

2. Egzistuoja toks begalinés dimensijos daugiadalelés Hilberto erdvés poerdvis, kuriame ne-
lygis nuliui efektinio Hamiltoniano skleidimo nariai yra generuojami daugiausia 8 tipy n—
elektroniais banginés funkcijos operatoriais.

3. Pakankama salyga vienareik§miSkai suklasifikuoti antisimetrinius tenzorius, apibréZtus bet
kokio ilgio Foko erdvés operatoriy eilute, yra tenkinama panaudojant S,—neredukuotinus jvaizdZius
ir daugiamacius korteZus (arba keitinius); papildoma salyga, leidZianti lengviau nustatyti sarysius
tarp skirtingy tenzoriniy operatoriy, yra tenkinama panaudojant komutuojancias diagramas.

4. Atomo spektroskopijos uzdaviniams, daugiadalelés Hilberto erdvés apribojimas j redukav-
imo grupés SU(2) poerdvius suteikia galimybe apraSyti tam tikra skleidimo nariy skaiciy vien-
atine tenzorine struktira taip, kad elektrony suZadinimo amplitudés (arba saveikas charakter-
izuojantys matriciniai elementai) gali buti lengvai pakeistos priklausomai nuo konkretaus na-
grinéjamo uZzdavinio, bet tenzoriné sandara iSlieka nepakitusi.

1.5 Disertacijos sandara

Disertacija, kurios apimtis yra 101 puslapis, paraSyta angly kalba. Disertacija sudaro 4 skyriai,
rezultatai ir iSvados, 4 priedai. Kiekvieno skyriaus, pradedant nuo antrojo, pabaigoje pateikta
trumpa santrauka ir iSvados, iSplaukiancios i§ gauty rezultaty. Pirma skyriy sudaro jvadiné dalis,
kurioje iSdéstyta problematika, susijusi su darbe nagriné¢jamais klausimas, pagrindiniai darbo
tikslai, uzdaviniai, mokslinis naujumas, ginamieji teiginiai, disertanto moksliniy darby saraSas.
Antras skyrius yra skirtas neredukuotiny tenzoriniy operatoriy transformacijos savybéms tirti
ir jvairiy Hilberto erdvés savybiy, charakteringy trikdZiy teorijos taikymuose, nagrin¢jimui.
TreCiame skyriuje plétojami antisimetriniy tenzoriy redukavimo bei jy klasifikavimo meto-
dai. Ketvirtas skyrius skirtas treCios eilés trikdZiy teorijos plétojimui, remiantis ankstesniuose
skyriuose suformuluotais bendrais principais ir sukurtais tyrimo metodais. Prieduose suraSy-
tos transformacijos koeficienty ir antros eilés banginés funkcijos operatoriaus SU(2)—invarianty
iSraiSkos, pateikta iSsami trielektronio efektinio operatoriaus, veikiancio tarp atomo 2, 3, 4,
D, 6 elektrony sluoksniy klasifikacija bei trumpai apraSytas sukurto simbolinio programavimo
paketo NCoperators veikimo principas. Disertacijoje pateikta 40 lenteliy ir 9 paveiksléliai.
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2 Funkciju erdvés skaidymas ir bazés transformacijos savybeés

Siame skyriuje nagrinéjami keletas dviejy pagrindiniy kvantinéje mechanikoje naudojamy at-
vaizdavimy—pirminio ir antrinio kvantavimo—taikymo daugiadaleléms sistemoms ypatumy.
Pirminio kvantavimo atvaizdavime démesys skiriamas bazés transformacijos savybéms. Antrinio
kvantavimo atvaizdavime nagrin¢jamos daugiadalelés sistemos su kintamu daleliy skaiiumi.
Ypatingas démesys skiriamas tokiy sistemy funkciniy erdviy savybéms.

Esminiai rezultatai: (i) surasti SO(3)—neredukuotini tenzoriniai operatoriai; (ii) sukurtas al-
goritmas daugiaelektroniams kampiniams integralams skaiciuoti; (iii) pasitlytas apibendrintos
Blocho lygties pavidalas Foko erdves atvaizdavime; (iv) jrodyta teorema, apibréZianti nelygius
nuliui begalinés dimensijos daugiadalelés Hilberto erdves baigtinés dimensijos poerdvio oper-
atorius.

2.1 Koordinaciy transformacijos

Tegul duotas atvaizdis 2: S? x S? — SO(3), realizuojamas Euklidinéje erdvéje R? pagal
sary§i 7o = D(3,2)7y, kur 7; = 7;/r; = (sinf,; cosp; sinf;sing; cos6;)T. Tretios eilés
matrica D(3,2) € SO(3) yra iSreiksta Eulerio kampais Q2 = ($, 0, V) [56, p. 84, Egs. (7.24)-
(7.25)]. Darbe [57] buvo jrodyta, kad duotas atvaizdis egzistuoja, kai

O =y + ag, O =06(0, —v02) +2mn, V=—p + 5% + 21/, 2.1

Lentelé 1. SU(2)-neredukuotino matricinio jvaizdZio, parametrizuoto S? x S? koordinatémis,
charakteringieji parametrai

Atvaizdis a [ v 0 n Atvaizdis a B v 0 n
O OF 9 + + + - 0 O QF + + - + 0
ah, - + + +
Qr 9, + - + - Q - - - -1
Qy, — — + +

kur n,n’ € Z*. Galimos parametry «, (3, 7, 0, n vertés pateiktos lenteléje 1, kai tuo tarpu
n’ priklauso nuo ¢ ir J, kadangi ¥ € [0, 27]. Remiantis gautais sprendiniais (2.1), SU(2)-
neredukuotinas matricinis jvaizdis arba Vignerio (Wigner) D—funkcija [9, 58,59]

D () :ei(q@rqlmpfq, (cos®),

PE(2) =(~1)"a(k,q,q) (1 — Z)qu/ (1 _|_Z)k

14+ 2 2

min (k—q’,k+q) 1— 2\?
X Z bp(k7Q7q/)(1+z> )
p=max (0,g—q")
a(k,q,q) =177/ (k+ )l(k — )!(k + ¢)(k — @),
e _]- p
bp(k.q.q) < =)

plp+qd =k +q—p)lk—q —p)
igyja pavidala, iSreiksta per Ty, > € S2, Z; = (0;, ©s),

(n,n'sa, B,7, 8|21, To)k, =120 (—1)?F WD) g0 ~0q (g, ¢')e' 922~ {cos [1(6; — 702)] 1

x> by(k,q.q){tan [1(61 — 702)] P (2.2)

p
IS lentelés 1 ir (2.2) lygties matyti, kad pilnam D-funkcijos apraSymui pakanka dviejy funkcijy
ant S x S? (parametras y = +1), ty., jeigu (0,n;+, £, +, —|Z1,22)k, = T (71, 7).

tuwomet £¢¥ (1, T) = DE(Q) ant $? x S3 ir 52 x S2 = 52 Cia S = L2(Q)) x L2(Qp),
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LX) = {p2 € 10,750, € 0,6,],n" = 1,2},
L2(Q5) = {@s € [7,27); 60, € [61,7],n = 0,1}
ir 52 = £2(Q7) x L£2(QF,),

def

11/ — {(102 € [0 7-['} 92 € [01, ],TL/ = 172}7

L) =
(Qf) dif{gpg S [ ,27'('];92 S [0,91],71/ = O, 1}
¢k (T

2
Akivaizdu, kad funkcijy =£,,, (71, 72) sandaugos redukuojamos kaip SU(2)-neredukuotiny matriciniy

lvaizdziy, t.y.,
ifglqul (@1, 72) ifsq (@1, 72) Z if{;q (@1, Z2) (k1 g1 kagol ka) (k1 g1 kagol k'),

kur (k1gi1kogo|kq) arba [ K1 k2 k] zymi grupes SU(2) neredukuotiny jvaizdziy Kronekerio san-

daugos k; x ky Clebsch—Gordan (CG) koeficienta.
2.2 Funkciju ant S? x S? integralai

Nagringjame atveji, kai k = [ € Z* ir ¢ = u, ¢ = v. Tikslas yra suskaiiuoti funkcijos
1, (T1, T2), kur ), € {*¢),,, ~¢),} priklauso nuo Z, , € S” reik¥miy, integrala

SE) ™ [ dhul, @05, Vi€ S
S2
Pagal lentelg 1,
SiulE) = [ B el @5 + [ dE €, @05
S¥ SZ
ir

S (@) = 6(p,0)SL(31),  SL(@) = S, (3),

kur

&) — —ivepr _ 1/2 (=1, (57V§91)
SL(7y) = 2xlle™ 1 { (I + v)I(1 — )1}V Zp(p+y) TS (2.3)

Funkcija 1, (I, v; 6, ) apibréZiama, kaip integralas,

I(1l,v; 01) = / dfy sin b, (cos O — 92) l(ta 01— 92)2P+V7
0
kuris gali buti iSreikStas kaip

[p<l7 v; 91) :{K2p+u+1(l; O1; O) + K2p+u+3(l; th; 7T) - K2p+u+1(l; th; 7T)
- K2p+,,+3(l' 91, O)} sin 01 + 2{K2p+y+2(l' 91, 7T) - K2p+y+2(l; 01, 0)} COS 81,

K, (l;0y: 2) = 257 tan® (22) F1< [+2;5+1;—tan (912Z)>.

2.3 Neredukuotini tenzoriniai operatoriai

Tegul SO(3)-neredukuotino tenzorinio operatoriaus T"(Z) komponentés T, (%) transformuojasi
pagal tokj sarysj

T!(%>) Z D!, (2.4)

p=—1

Tada funkcijos S’ (Z) sudaro pilna SO(3)-neredukuotino tenzorinio operatoriaus S'(7) komponenciy
aibe.
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I§ tikro, turint omenyje, kad 7', (Z1,%;) = D! () VZ1,T> € S?, integruojame abi lygties

N up
(2.4) puses pagal 75,

Az, T, (72) = 6( S, (@
/52 T2 302 ,Ua Z $1

p=-1
. . . o v CRvZ . . A~ . . . . A~ A~ 2 . .
Kairé pastarosios iSraiSkos pusé nepriklauso nuo x;, vadinasi, visiems x;,7, € S, galioja
lygybe

j{:(s lj j{:‘S xg

p=—1 p=-1

Komponentei T}(Z5) pritaikome lygtj (2.4) dar karta. Tada

iTg(@{ ZD 0)SL(32) | = 0.

p=—l v=-—|

Kadangi 7" nepriklauso nuo S, tai

Sh(@1) Z D, (Q)S,(z2), (2.5)

v=-—1

kas ir jrodo, kad S' transformuojasi kaip SO(3)—neredukuotinas tenzorinis operatorius. Vadi-
nasi, operatoriy S ir 82 tenzoriné sandauga yra redukuojama

S8k = [8" x 8" (lhulyv|lp),

l

kur neredukuotinas tenzorinis operatorius [S* x S%]! transformuojasi pagal (2.5).

Lentelé 2. SO(3)-neredukuotino tenzorinio operatoriaus S* submatriciniai elementai funkcijy

bazéje ant SO(3)/SO(2)

LUk (@) '[SHI] LUk (@A) ISHIE] LT k() IS
00 0 1 2 4 2 = 1 5 4 ~ 5
110 3 13 4 — 2 2 44 -2/
11 2 /2 2 2 2 /3 35 2 g\/;

1 3 2 1./3 3 30 7 46 2

Keletas S ¥ submatriciniy elementu funkcijy, literatiiroje dar Zinomy kaip sferinés harmonikos,
=il\/(20 + 1)/(47) D! y(p + 7/2, 0, 0) bazéje pateikta lenteléje 2.

Pavyzdys Siame paragrafe patelklamas vienas i§ daugelio neredukuotiny tenzoriniy operatoriy
S! taikymo pavyzdZiy. Tegul turime dvielektrone bangine funkcija [60, lygtis (47)]

L
malinalo o LSM) = > g (27 Liry,72) DEy, (Q), Ty = (—1)"2, § =0, 1,
pu=—L
Tuomet kuloninés (Coulomb) saveikos 1 /715 submatricinis elementas yra

47

[nalanﬁlﬁHQﬁLlsl || 1/T12 ||nﬂlﬂn,7lgl__[ﬂpLQSQ] — m

5(Haﬁ, Hﬂp)é(Ll, LQ)(S(Sl, SQ)
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k Ly

x > (DFRITHRIS K] Y (kOkalkg) Y FE(*HLy),

ke27+ q=—k w=—1L1

kur [z] = 2z + 1, ir radialinis integralas

k
k(25 +1 def 2.2 I'< 251 +1 2
F%( Ll) = d’f’ldT’Q rler_—i-l|g”( L1|7”1,T’2)‘ .
R+ T‘>

2.4 Sistemos su kintamu daleliy skai¢iumi

Pagrindinis tikslas yra sukonstruoti modeling erdve. Tegul turime Foko erdvés [25,61] Hamil-
toniang

f
H=Hy+V, Hy=>Y» Oiaa)ea,, V= Vi Vi=F], (2.6)
n=0
Folv] = Z On(aB)vn(f), 2.7)
In ()
On(af) £ ag,aq, . .. aan_laanag a%n aTBQaTBI:, Oo(af) =1, (2.8)

Un(OéB) = Varag...an—10nB182...Bn-18n — <0410é2 e Oén—106n|h(n)|5152 .- 'Bn—15n>7 (2.9)

kur]n(ozﬁ) - {ala Qg, ..., 0,1, an»Bhﬁ?) ce 7671—17571} 2yml Skaléll} Qy, B] \V/Z,j = 17 2a sy
pagal kuriuos sumuojama, rinkin;.

Tarkime, kad egzistuoja Hamiltoniano H tikriniy funkcijy begahne aibé X = {|U;)}x2,.
I$skirkime baigtinj poaibj Y = {|V; > _, C X (d < 00). Sio poa1b10 elementus gahma
rasti i§ dalies (tam tikru tikslumu). Tam t1kslu1 konstruojame poaibj Y = {|®)}, c X =
{|®,) }521, kurio elementai yra centrinio lauko Hamiltoniano H, tikrinés funkcijos. Reikalau-
jame, kad funkcijos |®) tenkinty tokias salygas:

(a) konfigiiracijos lygiSkumas I, = v yra pastovus dydis visiems k£ = 1,2,...,d, visoms
Ny—elektronéms funkcijoms |®;) = |<I>Y) |FkHYAkMk> Cia I', Zymi papildomus
kvantinius skaiCius (jei tokiy reikia);

(b) Hamiltoniano ﬁo tikrinés funkcijos |<I>g> sudarytos 1§ dviejuy tipy elektrony sluoksniy:

(1) pilnai uzpildyty elektrony sluoksniy l:é’“”, kurie apibrézia kamienines (c) arba valen-
tines (v) vienelektrones orbitales; kamieninés orbitalés egzistuoja visose funkcijas | ) )

sudaranciose konfigiiracijose, kuriy skaicius ¢ < u§, kur u§ Zymi pilng funkcijos |®))
konfiguracijy su uzdarais sluoksniais skaiciy; valentinés orbitalés egzistuoja kai kuriose
funkcijose | );

(2) dalinai uzZpildyty elektrony sluoksniy / ,]:Q‘ , kurie apibrézia valentines (v) vienelektrones

orbitales, kur tokiy konfigliracijy skaiCius z < u?, o uj Zymi pilng funkcijos \(I)f)
konfiguracijy su dalinai uZpildytais sluoksniais skaiciy;

(c) poaibj Y sudaro funkcijos \CIDE), gautos valentines orbitales iSdéstant visais jmanomais
budais.

Y apibrézimo seka keletas svarbiy iSvady.

1. Funkcijos |<I>Z) elektrony skaicius Ny, yra lygus
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ug, ug, k
Ne=N{+Ng, Ni=Y Ny, =2(ug+2) lu|, N=> N,

t=1 t=1
kur Ni ir NP zymi elektrony uZpildas uZdaruose ir atviruose sluoksniuose.

2. Poaibis Y yra suskaidytas | keleta poaibiy }N/n kur

A
U = |<I) >}kn_dn 141 dO = 07 dA =d.

Poaibius Y,, sudaro N, —elektronés funkcijos ]@gﬂ), kur

Nn = Ndn71+1 = Ndn,1+2 =...= Ndn

ir N\ # Ny # ... # N, Tai reiSkia, kad Hamiltonianas ?[0 turi tikrines funkcijas ]@Zﬂ)
visiems n = 1,2, ..., A, kai tuo tarpu jprastinio Hilberto erdvés centrinio lauko Hamiltoni-
ano tikriniy veréiy lygtis egzistuoja fiksuotam N,,. Tegul tai bus N7 = N.

3. AukiCiau pateikti punktai (a), (c) salygoja, kad poaibis Z = X \}7 = {|©;) }2,, suformuo-
tas i§ funkcijy |©;) = |P4yy), yra ortogonalus poaibiui Y, t.y., Y N Z = . Vienelektronés
orbitalés, sudarancios konfigaracijas funkcijose |©;), bus vadinamos suZadintomis (e) or-
bitalemis. Tariame, kad Siy orbitaliy poaibiui Y priklausanciose funkcijose néra.

Palyginimui, punktai 1, 3 savo idéja sutampa su tais, kuriuos pateike I. Lindgren’as [31, 199
psl.], naudodamasis tradicine Hilberto erdvés samprata. Tuo tarpu antrasis punktas praplecia
pastaraji atvaizdavima ir pritaiko ji sistemoms su kintamu daleliy skai¢iumi.

Sekanciu Zingsniu logiSka apsibrézti erdves, kurias formuoja atitinkamy aibiy funkcijos
(vektoriai). Tam tikslui jvedame skaliaring daugyba (-, )y, = (|, : X» x X,, — RT,
kuri apibrézia vektoriy |®, ) € X, C X skaliaring sandauga (®,,, |®,,)#, = 0,, begalinés
dimensijos N, —elektronéje (separabilioje) Hilberto erdvéje H,,, t.y., tariame, kad egzistuoja
vektorius |¥; ) € Y, parametras € > 0 ir sveikas neneigiamas skaicius /. toks, kad

1) -3 e Glien)

p=1

<e VM >1I., Ve, (j)€R.

n

Atskiru atveju, kuomet M/ — oo, funkcijos |¥;, ) yra Hamiltoniano H tikrinés funkcijos. Cia
|| |l2, Zymi norma erdvéje H,,. Kitaip tariant, centrinio lauko Hamiltoniano tikriniy funkcijy
tiesinés kombinacijos yra konverguojancios j atomo Hamiltoniano tikrines funkcijas. Reikia
atkreipti démesj (kas, be kita ko, ir taip savaime suprantama) j tai, kad N, —elektronés funkci-
jos |®,,) € X, yra nebiitinai vienodo lygiskumo, kai tuo tarpu N, —elektronés konfigiiracinés
funkcijos |P,) € Y C X yra to paties lygiSkumo v (punktas (a)). Taciau praktiniuose
taikymuose, akivaizdu, geriau parinkti funkcijas |®,,,), kurios yra to paties lygiSkumo, kaip ir
@k, ), LY., [p,) = ).
Tokiu budu, konstruOJame N, —elektronés Hilberto erdvés H,, poerdvi

def {|CI)Y q)y |CI) >H" = 6Fknrk;15AknAk;L§Mank;L = 6knk;”

ana k;, =dp_1 + L, dp—y + 2,... >dn}7
kurio dimensija dim P,, = d,, — d,,_1. Atskiru atveju, kai n = n (punktas 2), P; = P yra
N—elektronés Hilberto erdvés ‘Hy; = ‘H poerdvis, kurio dimensija dim P = dj — dy—1 = D.
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Pagal treCig punkta, funkcijos |0, ) € 7, C 7 formuoja H,, poerdvi Q,, & H,, © P, kuris
yra ortogonalus P, t.y.,

(OB} Y9, =0, VI=1,2,...,00, Vk=12....d Yn=12,..., A
Atskiru atveju, Qz = Q. AnalogiSkai galima apsibrézti ir erdves, kuriy funkcijos (vektoriai)
yra skirtingo elektrony skaiciaus. Pavyzdziui, funkcijos |®)) € Y sudaro erdve

A
w = {|¢)}c/> : CI)YM) Z CI)Z |<D 6Fkrk’5AkAk’5Mk]\/[k’ = Ok,
n=1

A
Vk7k’:1,2,...,d}:@73ncj-"d§ Pr.c3
n=1 n=1

kur § yra Foko erdvé. Tada funkcijos |©;) € Z sudaro poerdvi U & F © W, kuris yra ortog-
onalus W. Tegul aibé Y yra suskaidoma j poaibius Y, = {|@; )}¢ 1 Kaip ir anksciau,

funkcijos |¥;) € Y sudaro Foko erdvés §, susiaurintos iki F, Hamiltoniano H tikriniy funkcijy
aibg. Tuomet schematiSkai sarySius galima pavaizduoti taip

Y, ¢ Y Y, ¢ Y
H, funkcijos: N N H funkcijos: N N
Z, ¢ X, ¢ X > Z X, ¢ X

Tikslas yra susieti aibés Y elementus su H, o tikrinémis funkcijomis. Tai atlieckama turint omenyje,
kad P,, yra 'H,, poerdvis ir, atitinkamai, WV yra F poerdvis. Kaip pagalbing, bet ne ka maZiau
svarbig priemong, apsibréZiame vienetinj Hilberto erdvés operatoriy 1,,: ‘H,, — H.,,

- Z M)Pn><¢)pn|a |¢pn> S j\(:n

pn=1

Tada galima uZrasyti, kad bet kokiam n < A,

Lw,,) = [¥5,) = (90) + Quly.).  190) = Pjw,), 2.10)
dy, L R A
P2 > jop eyl Q.= Z 0,001, Po+Q,=1,. (2.11)
kn:dn—l"l‘l n—l
Tegul egzistuoja operatorius Q: P, —> H,, toks, kad Q(n)P, = 1,,. Tuomet

9,,) = Qn)|@]).

Operatorius ﬁ(n), «jungiantis» erdves P, ir Q,,, yra vadinamas Hilberto erdvés H,, banginés
funkcijos operatoriumi [31, 202 psl., lygtis (9.66)]. Funkcijos \(ID;D yra vadinamos modelinémis
funkcijomis. 1. Lindgren’as [22,31] jrodé, kad banginés funkcijos operatorius Q(ﬁ) = () yra
randamas sprendZiant taip vadinamg apibendrintaja Blocho lygti

[Q, H)|P = VQP — QPVQP, (2.12)
kur H, yra centrinio lauko Hamiltonianas Hilberto erdvés atvaizdavime. Si lygtis nesunkiai
gaunama kombinuojant H, ir H tikriniy ver¢iy lygtis ir atsizvelgiant j tai, kad [Hy, P] = 0,
kur P = P; (analogiskai, Q5 = Q). Cia H yra N—elektronio atomo Hamiltonianas. Reikia
atkreipti démesj j tai, kad H turi tikrines funkcijas fiksuotam Az = N, kai tuo tarpu H turi

tikrines funkcijas visiems N,,. Siuo atveju performuluojame Blocho lygti i tokj pavidala

—~

[S,Hy|? =VSZ - S2VS%, [Hy, P] =0,
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kur operatorius S: W — F,

A
Z ()P, =1, [e]) Z]w;) =

IIMD>

«jungiantis» erdves WV ir U, vaidina analogiska vaidmen;j bet kokiam /\/n, kaip ir Q) — fiksuotam
N.

2.5 Efektiniai operatoriai

Pagrindinis efektiniy operatoriy privalumas — galimybe dirbti begalinés dimensijos N—elektronés
Hilberto erdvés H baigtiniame poerdvyje P, i§laikant nepakitusius judéjimo integralus; Siuo
atveju — energijas, kuriy lygmeny skaiCius lygus poerdvio P dimensijai D. Tai galima perteikti

tokia iliustracija
ﬁ‘ \I/jry
P .

2P ’
AT )

Q

kur efektinis operatorius .7, daznai dar vadinamas efektiniu Hamiltonianu arba efektiniu saveikos
operatoriumi, iSreiSkiamas kaip

H =PHP+W, W= S P(Vy+h)Q,P. (2.13)
n=1
Cia V,, (m = 1,2) Zymi trikdZio V m—elektrones dalis; (Aln yra n—elektroné banginés funkcijos
operatoriaus € dalis, gauta (2 skleidZiant Teiloro eilute, kur pirmasis narys yra 1.
Kaip matyt1 i$ lygcm (2. 12) (2. 13) nagrinéjimo objekta sudaro dvieju tipy Hilberto erdvés

operatoriai: PO, (a3)P ir QO,, (aﬁ)P (Zr. (2.8)). Norint nustatyti jy elgsena priklausomai nuo
vienelektroniy orbitaliy rinkinio 7,,(«(3), performuluojame praeito skyriaus punktus (b)(1)-(2),
(c), 3 matematiskai vaizdesniu pavidalu

(A) a.P=0, (C) a,P #0,

(B) alP =0, (D) alP #0.
Kaip jau minéta, punktai (A)-(B) sutampa su darbe [31, 288 psl., lygtis (13.3)] pateiktomis
formuluotémis. Savo ruoZtu, punktai (C)-(D), esantys tiesioginé praeito skyriaus punkto (c)
iSdava, yra ypac reikSmingi, kadangi apsprendZia pasirinkto poerdvio baigtinuma. IS to seka
tokia lema (be jrodymo).

2.5.1 Lema. Jei O,(af3) yra Foko erdvés operatorius ir P, () yra begalinés dimensijos N—
elektronés Hilberto erdvés 'H projekciniai operatoriai, tuomet bet kokiems neneigiamiems sveikiems
skaiciams n < N galioja tokie sqrysiai:

i) ﬁ@n(aﬁ)lg = 0 jeigu ir tik jeigu o, 3 = v

i) @\6”(@5)]3 # 0 jeigu ir tik jeigu « = v,eir f =v,c;

~

i) QO, (vV)P = 0 jeigu ir tik jeigu -7 (I, + Is,) € 2Z.*.

Viena pagrindiniy i§ lemos (punktas iii)) iSplaukianc¢iy iSvady — banginés funkcijos operatoriaus
(2 n—elektronés dalies (2,, nariy su lygiu nuliui energijos vardikliu eliminavimas. Tokiu budu

iSsprendZiama trikdZio eilutés nariy divergavimo problema. Sie n—elektroniai nariai (operato-
riai) iSreiSkiami kaip
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N - —aet V(0B e
= Z QO,(af)Pw,(af), wn(afB)= d >, D(af) = 2(5@_5%)' (2.14)
In(af) Dn(af) i=1

Dabar jau galima pilnai apsibrézti modeling erdve: begalinés dimensijos N—elektronés Hilberto
erdvés H poerdvis P, kurio dimensija ) < oo, yra formuojamas i§ centrinio lauko Hamilto-
niano H, vienodo lygiskumo 1Y konfigliraciniy funkcijy ]CIDY ) aibés Yz, funkcijas \<I>Y ) kon-
struojant visais jmanomais biidais iSdésCius vienelektrones valentines orbitales. Pap11d0ma1
tariama, kad turi galioti lygiSkumo iSsilaikyma apibréZianti taisyklé (Lema 2.5.1, punktas ii1)).
Kaip seka i§ lemos punkto i), modelinés erdveés operatoriaus 7 vienelektronés orbitalés
gali buti tik valentinio tipo. Be to, .7 turi buti uZraSytas normaline forma. Kadangi PH P jau
«normalizuotas» (zr lygtls (2.6), (2.13)), ta1 belieka pertvarkyti . Taikome Viko teorema [37,

lygtis (8)]. Tada W =:W: + Zf {W}g ;, kur £ rodo Jungcu; skaiCiy tarp Foko erdves

operatoriy a,, ir at_ arba, tiksliau, tarp m—elektronés trikdZio V (m = 1,2) ir n—elektronés
J

banginés funkcijos operatoriaus 2 (n € Z7) daliy, kurios, savo ruoZztu, atitinka m—elektronj
ir n—elektronj operatorius su atitinkamai 1s31des01us10rms vienelektronémis orbitalémis «;, ﬁ]

Akivaizdu, kad 1 < ¢ < min (2m,2n). Pagal lema, W= 0. Vadinasi, operatoriaus 1%
normaliné forma yra

o 2 i
=35 Y {PV.0.Ple. (2.15)

2.5.2 Teorema. Modelinés erdvés P efektinio Hamiltoniano ¢ nelygiis nuliui skleidimo nariai

yra generuojami daugiausia astuoniy tipy banginés funkcijos operatoriaus §) n—elektroniais
nariais vienelektroniy orbitaliy rinkinio I,,(a3) atZvilgiu.

Teorema pateikiama be jrodymo, kurio didZioji dalis remiasi Lema 2.5.1. IS teoremos seka, kad,
pavyzdziui, jein = 1,2, 3,4, t.y., jei atsizvelgiame j vienelektronius, dvielektronius, trielektro-
nius ir keturelektronius suzadinimus, tuomet

Ql = § aea\tzwe\’f + E ava(twvé + E aeagwe(n (2163)
Ji @ ®
~ /
O, = E aaaa/a aﬁwaa,ﬁﬁx + g aeava a sWevve T g aeava a wevggl
7(4,5,8) 73 7(1,6)
2 2 2
Z’ tot
+ Qo Qo A5 AgWan/c7 (2.16b)
152,7)

~ / /
Qg = E aaaa/auaj—,//a/;a/i—,waa/#{,\;/v// + E a/VCLV/CLV”CLTCLI?,aT wvv’v”\_/B’E
(1,4) (2,5)

Iy 1§
' tot ot
+ E Oa ot ey, AgWo o v e (2.16¢)
(3,6,7,8)
/
Q4 = E aeaa’avav”ai/”a’i”a;r,/aTweoz 1o + E a,vavlavllavlllaTaL,,ai/aTwvv/v//vlllvv/ﬁ//(:
(1,4) 2,5
1§ 13
+ > aeaa/avavualag,,aidwea - (2.16d)
Iis ,6,7,8)

kur
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Z/ = Z daelpy + Z Oavdpe + Z OacOpc,

I§4,5,8) 154) 155) IéS)
/ . .
Z 5255V+265C’ jeix=2,a=1,b==6arbaz =3,4,a =2,0b =05,
I:(EaA,b) Iéa) I;b)
/ . .
Z zZéaV+Z(5ae, jeix=2,a=2b=Tarbax=4,a=1,b=4,
fan gl ®
/
D= bavbue + > e,
I§1,4) Iél) I§4)
/
Z = Z 5av56v6,ue + Z §av6505ue + Z 50{65,8V(5,uv + Z 5aeéﬂc(5,uva
I(3 6,7,8) 1(3) I(G) 1(7) (8)
Z Z 5avéﬂv + Z 5av55c + Z 5o¢e5ﬂv + Z 5aedﬁc
3 6,7,8) 1(3) 1(6) ](7) 1(8

Bendru atveju, kiekvienas n—elektronis operatorius Qn turl 2n vienelektrones busenas charak-
terizuojancius atsiradimo ir iSnykimo operatorius. Savo ruoZztu, kiekviena vienelektroné busena
gali buti trijy tipy: valentiné, kamienin¢ ir suZadinta (arba virtuali). Vadinasi, galimas tokiy
buseny iSsidéstymo skaicius yra 3** = 9", tadiau, kaip seka i§ teoremos, tik daugiausia 8 i3
9" galimy i$sidéstymy duoda nelygy nuliui jnasa j modelinés erdvés P efektinio Hamiltoniano
A skleidimo nariy skaic¢iy. Akivaizdu, kad tai Zymiai supaprastina tolimesng trikdziy teorijos
nariy analize.

3 Neredukuotini tenzoriniai operatoriai atomo spektroskopijoje

Skyriuje apZvelgiami antisimetriniy tenzoriy O,, (Zr. iSraiSka (2.8)) redukavimo schemy for-
mavimo klausimai. Pasitlyti bendri neredukuotiny tenzoriniy operatoriy apraSymo budai tinka
tiek fizikiniams, atomo teorijoje stebimas saveikas apibudinantiems operatoriams, tiek ir efek-
tiniams, trikdZiy teorijoje tatkomiems operatoriams.

Pagrindinis rezultatas yra sukurti tenzorinés erdvés H, = H?" x H® x ... x H% re-
dukavimo j neredukuotinus poerdvius H? metodai, tinkantys bet kokiam ¢. Algoritmo idéja
paremta simetrijos grupés S, neredukuotiny bei perstatymo jvaizdZiy taikymo galimybémis,
daugiamaciy korteZy (arba keitiniy) sagvoka (angl. tuples). Lankstesniam pritaikymui iSplétotas
taip vadinamas komutuojanc¢iy diagramy metodas. Esminé metodo taikymo iSvada — bet kokio
ilgio tenzoriy klasifikacija pagal jy redukavimo schemas, bei neredukuotiny jvaizdZiy iSsidéstyma.
Sarysiai tarp schemy nustatomi komutuojanciy diagramy pagalba, o realizacija — pasinaudo-
jant tradicine judesio kiekio momento teorija. Transformacijos koeficientai, siejantys skirtin-
gas jungimo schemas gali buti randami A. P. Jucio ir kt. [7, 9] iSplétota grafine technika arba,
kas ir buvo padaryta, analiziSkai, pasinaudojant simbolinio programavimo paketu NCopera-
tors [62]. Metodo efektyvumas pasireiskia ne tik formaliu savo turiniu, bet ir realiu pritaikymu,
0, jei norima, ir galimybe nesunkiai paraSyti kompiutering programa. Kaip to jrodymas, pagal
pateikta metoda iSsamiai iSnagrinétas atvejis, kai n = 3, kas trikdZiy teorijos kontekste atitinka
trielektronius efektinius operatorius.

3.1 Redukavimo schemu klasifikacija

Tyrimo objektas — ilgio ¢ antisimetrinis tenzorius

al Qg

A def
O/ = aglag ... ag', ap =12\, O =*/2 4,

kur neredukuotini tenzoriniai operatoriai a** tenkina antikomutacijos taisykle

{aﬁk’aﬁl} l)ak_6k+16<ak7al)5(ﬁka _ﬁl)y 3.1
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0 \r = lxl/2 LS-rySyje (transformacijos grupé SO(3) x SU(2)) ir Ay = jx jj-rySyje (grupé
SU(2)). I8 ¢ia seka, kad kai ¢ € 2Z%, tenzorius O, atvaizduoja Oy, tenzoringje erdvéje
H,, jeigu Zi;:l B = Zi:l ui. Tariama, kad pastaroji salyga galioja visiems ¢ € 2Z*, t.y.,
kvazisukinio baziniy indeksy suma yra lygi nuliui ir, tokiu biidu, O, matriciniai elementai yra
diagonalus elektrony skaiCiaus atzvilgiu.

Tenzoriaus O, redukavimo schemu klasifikacijai patogu jvesti /—skaiCiaus savoka, kur /-
skaiCius yra sveikas skaiCius, sudarytas i§ ¢y skaitmeny, kuriy reikSmés yra 1 ir 2. ISimtis yra
atvejis ¢ = 2, kuomet 2—skaicius yra lygus 11 (bet ne 2). IS apibréZimo seka, kad skaitmeny
skaiCius ¢o = hy + ho = € — hg, kur hy ir hy Zymi skaitmeny 1 ir 2 pasikartojimy skaiciy.
PavyzdZziui, yra du 3—skaiciai: 12 ir 21. Siuo atveju hy = hy =1, 0, = 2.

Nesunku pastebéti, kad /—skaiiai yra glaudZziai susijg¢ su S,—neredukuotinais jvaizdziais [A],
kuriy pavidalas yra [2"21]. Jei £ = 3, tai S3—neredukuotini jvaizdZiai yra [3], [21], [1%]. Pagal
pateikta salyga tinka tik [21]. Jei ¢ = 4, tai Sy—neredukuotini jvaizdZiai yra [4], [31], [2?], [21?],
[1%]. Pagal apibrézima tinka [22] ir [21%]. Kai [\] = [2?], 4-skaiCius yra 22, kai [\] = [217],
4—skailiai yra 112, 121, 211. Taip galima testi ir toliau. Kiekviena grupés jvaizdj [\| = [22171]
atitinka (—skaiciai, kuriy i§ viso yra f5!/(h;!hs!). Simetrijos grupés neredukuotinus jvaizdZzius
nesunku rasti lentelése (Zr., pvz., V. Vanago monografija [63]). Savo ruoZtu, kiekvieng simetri-
jos grupés neredukuoting jvaizdj atitinka jo cikliSka struktiirg apibréZianti grupés konjuguota
klasé (o) = (1*12%2 ... (%), \, = Eiﬂ o, kuriomis patogu klasifikuoti /—skaicius. Taciau,
kaip matyti i§ pavyzdZziy, to nepakanka, kadangi viena klasé charakterizuoja keleta ¢—skaiciy.
Norint vienareikSmiSkai suklasifikuoti /—skaicius, o véliau ir atitinkamas redukavimo schemas,
ivedame ilgio ¢, korteZo savoka. Pagal prasme ¢,—korteZas yra taisyklé, nustatanti bet kokiy
objekty, kuriy skaiCius yra /5, tam tikra iSsidéstymo tvarka. Pavyzdziui, darbe apie pletizmy
taikyma grupiy redukavimui [64, 2614 psl.], autoriai taisykle, kad simetrijos grupés S, nere-
dukuotinus jvaizdZius [A] = [A1 g ... A, ] charakterizuojantys skaidiniai (angl. partitions) tenk-
ina salyga Ay > Ay > ... > A4, vadina fo—korteZu. Misy atveju tie objektai yra skaiciai 1
ir 2. Tokiu badu, pavyzdZziui, 3—skaiiai yra papildomai charakterizuojami 2—kortezais [[12]] ir
[[21]]. Tokiy kortezy skaicius, akivaizdu, yra lygus (—skaiciy skai¢iui, todél, aiSkumo délei, juos
patogu Zymeéti {5 (sc)-kortezais, kur sz = 1,2, ..., 5!/(hy!hs!). Tada 2(1)—kortezas yra [[12]], o
2(2)-kortezas yra [[21]].

Belieka nustatyti sarySius tarp ¢—skaiciy, kuriy ¢ skiriasi. Kaip véliau iSaiskés, tie sarySiai
kaip tik ir charakterizuoja redukavimo schemas (beje, vienareikSmiSkai). Vardan aiSkumo,
iSanalizuokime pavyzdj. Tegul turime S —neredukuoting jvaizdj [21?] = [211]. Tuomet h; = 2,
he =1, {5 = 3, ¢ = 4 ir atitinkamy 4—skaiciy yra 3!/(2!1!) = 3, t.y., 112, 121, 211. Tegul pir-
masis 4—skaiCius 112 yra charakterizuojamas 3(1)-kortezu [[112]]. 4—skaiCiuje 112 atliekame
pakeitimg 2 — 1. Tam, kad atskirtume gauta vieneta nuo pirmyjy dviejy, pazymime jj 1'.
Gavome skaiciy 111/, kurio skaitmeny suma yra 1+1+1" = 3, t.y., atlikdami pakeitimg 2 — 1,
atlikome grupés apribojima S, — Ss. IeSkome S3—neredukuotiny jvaizdZiy, tenkinanciy minéta
salyga [\'] = [2"21"], kur R ir b}, jau yra vieneto ir dvejeto pasikartojimai Ss—neredukuotiname
ivaizdyje. AuksCiau buvo nustatyta, kad toks jvaizdis yra [21] su charakteringais korteZais [[12]]
ir [[21]]. Dabar i§ skaic¢iaus 111" formuojame 3—skaicius. Pirmasis, t.y., 12, gaunamas atliekant
veiksma 111" — 1(1 + 1’), o antrasis, t.y., 21, gaunamas atliekant veiksma 111" — (1 + 1)1".
Paskutiniu Zingsniu atliekame pakeitima atgaline tvarka, t.y., 1’ — 2. Tuomet gaunasi, kad
pirmu atveju 112 — 111" — 12 — 112, o antruoju — 112 — 111" — 21 — 22. Kaip
matyti, antra Zingsniy seka netinka, kadangi i§ 112 gauname 22. Lieka pirmas variantas, ku-
rio Zingsniy seka Zymime simboliu [[112]] x [[12]], kur x (angl. semijoin) rodo, kad korteZas
[[112]] yra siejamas tik su korteZu [[12]]. Galiausiai, paZymime kiekviena i-toje pozicijoje esantj
skaiCiy 1 jvaizdZiu «, o atitinkamai 2 — jvaizdZiu «; ;1. Tada [[112]] x [[12]] igyja redukav-
imo schemos prasme. IS tikro, turime, kad [[12]] atitinka (ozl, agag(agg)a), kur o = agas g
visose schemose yra galutinis jvaizdis (arba tiesiog momentas), pagal kurj neredukuotinas ten-
zorinis operatorius, gautas suredukavus Oy, transformuojasi. Tuo tarpu [[112]] x [[12]] atitinka
(o1, a2, asas(ass) (assa) ), ty., X rodo, kad redukavimo schemoje [[112]] x [[12]] yra tik tokio
tipo suredukuoti Kronekerio sandaugy jvaizdziai, kokio yra schemoje [[12]], arba — tik tokio
pobudZio jungimo tvarka, kokia yra ir schemoje [[12]].
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Isisavinus auksSciau pateikta pavyzdj, tolimesnis schemy konstravimas jau yra tik technikos

reikalas. Tokiu budu, pradedant nuo S; charakterizuojanciy korteZy (Ss yra trivialus atvejis),
galima sukonstruoti bet kokios eilés simetrijos grupe S, atitinkancias redukavimo schemas. Tai
atlikti palengvina Zemiau pateikiamas bendras algoritmas.

I. Duotam ¢ > 2, sukonstruojami /—skaiciai, kuriy i§ viso yra £5!/(hi!hy!), €5 = hi+hs, 0 hy
ir hy randami i§ S,—neredukuotiny jvaizdziy, kuriy pavidalas [\| = [2"21M]. Atvejis £ = 2
yra trivialus. Tuo atveju pasirenkamas antisimetrinis jvaizdis [12]. Visais kitais atvejais
hi1 >0, hyg > 0.

II. Jei 2 < ¢ < 3, tuomet kiekvienas i§ (—skaiCiaus sudaryto fs—kortezo [[¢]], charakter-
izuojamo struktira [2721"1], i-oje pozicijoje esantis skai¢ius 1 paZymimas jvaizdZiu c;, 0
skaiCius 2 — jvaizdZiu «; ;41, kur pastarasis gaunamas redukuojant Kronekerio sandauga
a; X ;1. Gautoje redukavimo schemoje priraSomas galutinis jvaizdis a = ayo_y.

II. Jei ¢ > 3, tuomet atlickamas grupés apribojimas S, — S,,, realizuojamas pakeitimu
grupes apriboj 2 ) p
2 — 1.
a) Jei /o < 3, tuomet i§ gauto skaiCiaus ¢, kurio skaitmeny suma yra {5, konstruo-
g y
jame (>—skaicius atitinkancius ¢,—korteZus [[¢5]]. Juos surandame i§ S,,—neredukuotiny
J 2 2
ivaizdZiy, kuriy pavidalas atitinka [\'] = [2721"]. Tuomet ¢, = h) + h),. Atrenkame
tuos (o—skaiCius (jy i$ viso yra ¢! /(h}!h}!)), i§ kuriy gauname /—skaiCius, atlike atga-
line tvarka pakeitimg 1’ — 2. Suformuotos struktiros [[¢]] x [[¢s]] atitinka redukav-
imo schemas, jeigu, kaip ir anksCiau, /—skaiCiaus ¢-oje pozicijoje esancius skaicius 1
pazymime «;, o skaicius 2 — ; j11.

b) Jei {5 > 3, tuomet kartojame grupés apribojimo procedura: S,, — Sy, (punktas a)).
Jei £ > 3, tuomet vél atliekame apribojima Sy, — Syy (punktas a)) ir t.t., kol £5 < 3.
Suformuotos struktaros [[¢]] x [[(2]] X [[5]] x ... x [[¢5]] ir bus redukavimo schemos.

Lentele 3. (52,5 redukavimo schemos Lentelé 4. (56 redukavimo schemos
() KorteZai Schema (o)  Kortezai Schema
(21 2] 7t (3) [ g2 2
191 (21] 2 2,2

(112Y) (2] 91[21] (2'41)  [[2211]] x 91[722;3] 91[222_;‘]

[[21]] '% [[1221]] X %[2 ] %[2 12]
()  [22] 7 221 % 70y Al ]
122 x 75, Tyl
() [ 7 pr2y) s 721 7
21 20 g2 2121 x 720 A5 g
(112 x 720 g2 [2112]] x 721
1 o " 212 x 7% 1 Ty
(2'3')  [[221]] x Tia 212 x 727 g2
n22x 75 7 212 x 727 7
22w 7 7 4
(1151)  [[21111)) x 2T g2
2 3 4
(1) [ 72 g ([12111]] m 7,25
2 3 4
[1211)) x 75, 75 (21 s 72 7P
2y 7,54 Ze, 2]« 72 72
[1112]) x 72T g [[11112]) 9[21 g2
Kiekvieng gauta redukavimo schema [[¢]] x [[{s]] X [[£5]] X ... X [[¢5]] patogu pazyméti

simboliu ,7%[’\], kur [A] rodo S;—neredukuoting jvaizdj, charakteringa duotai schemai, o s yra
laisvai pasirenkamas skaicius, numeruojantis tokiy schemy skaiciy (lentelés 3-4).
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Lentelé 5. Schemos, atitinkancios Ag, Ay, Ao

AN\ 2 3 4 5 6

Ao 2[12] %[21] 91[212] %[213] 31[214]
12 21 22 221 2212

A, - - A = 2

4 [7, skyriai 5-21, lygtis (21.12)]

Lentel¢je 5 pateiktos tenzoriaus @g redukavimo schemos, atitinkancios schemas A,, nagrinétas
A. P. Jucio ir kt. darbe [7].

Sarysiai tarp schemy TN ir %7\ 7 randami realizuojant atvaizdj 7¢ o 7, Logh %{N,

pea

O5(N) = > & O5(N)), (32)

O‘nETgl\Tg

kur neredukuotini tenzoriniai operatoriai @g([/\] ) ir @g([)\’ ]»') yra gaunami suredukavus

tenzoriy O, pagal atitinkamas redukavimo schemas g i Z{[,X]. Transformacijos koeficientai
Eeer = S apibréZiami kaip

def
beor = Epe =Y ecew,

aW€M§5/

212
kur taip vadinami baziniai koeficientai €, realizuoja atvaizdj 7¢: 91[22 Y 7 kuomet

¢ = 6 (lentelé 4); tokiy baziniy koeficienty yra ¢ = 1,2,...,42. Cia ju i8raiSkos nepateikiamos.
Paminétina, kad pastarieji koeficientai iSreiSkiami per 3nj—simbolius.

3.2 Perstatymai

Auksciau pademonstruotos tenzoriaus O, redukavimo schemuy klasifikacijos nepakanka, kadangi
dar reikia turéti omenyje, jog redukavimo schemose neredukuotini jvaizdziai nebiitinai turi biti
i§sideste eiles tvarka oy, g, ..., 4, ..., 5, ..., ap. Galimas atvejis, kuomet, pavyzdZiui, «;
ir a; yra sukeisti vietomis toje pacioje arba skirtingose schemose. Todél tikslas yra nustatyti,
kaip tokios schemos siejasi viena su kita. Kuomet ¢ < 5, tokius sarySius (nors ir, toli grazu, ne
visus) galima rasti darbe [7]. Todél Siame skyriuje nagrinéjame atveji ¢/ = 6. Kadangi Zemiau
pateiktas metodas glaudziai siejasi su praeitame skyriuje apibréztais baziniais koeficientais, tai,
akivaizdu, tokios pacios idéjos vedini, sarysius tarp schemy galime nustatyti ir bet kokiam /, jei
turime pries tai susikonstrave atitinkamus koeficientus e.

Pirmiausia apsibréZiame simetrijos grupés S perstatymo (redukuotinus) jvaizdZius, arba,
kitaip, operatorius 7, kur Ta;; = () ir m € Sg. ISkart pastebime, kad bendru atveju galimas
toks atvejis, jog a; = o, nors 7 # j. Tokios situacijos detaliau bus aptariamos Siek tiek véliau.
Nepaisant to, ¢ia nagrinéjami metodai tinka ir tokiais atvejais.

Nors Sg grupe sudaro i§ viso 6! jmanomi elementai (perstatymai) 7, taciau Zinome, jog
kiekvieng 7 galima iSreik$ti dvicikliy perstatymy arba, tiesiog, transpozicijy (ij) sandauga.
Misy atveju tokiy transpozicijy yra /(¢ — 1) /2 = 15,

(34) (45) (56)
(35) (46)

¢¢» kurie sieja schemas (mi; T )B] ir Zf[,’\ ], besiskiri-
ancias o Ir «; 18sidéstymu. Visos kitos schemos siejamos tokiy koeficienty sandaugy sumomis
™
ge

Vadinasi, pakanka i$nagrinéti koeficientus £
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Koeficientai 5275 realizuoja atvaizdj 7¢ o p;; 0 ¢, : TN Gy,
i _ o~ pif def def =
Ege = MijEeer = Z Cij€¢ g, €GE) = Tij
anEA%%
212 —~ 212 . .o . . . . .
kur atvaizdZzio p;; : 91[22 i (7:; T )[122 ! ]reahzacua perteikiama taip vadinamais perstatymo
arba perriSimo koeficientais €;;, t.y.,

705(2°1712) = Y £;05(12217]12). (3.3)
OneT\7;; T
Kaip jau minéta, tokiy perstatymo koeficienty yra 15. Taigi, uzdavinys yra juos surasti.
Norint rasti ;;, priesS tai apsibréZiame situacija, kuomet neredukuoting jvaizdj a;; Kronek-

erio sandaugoje «; x «; veikiame perstatymo operatoriumi 7;;. Siuo atskiru, bet labai svarbiu

atveju jvedame atvaizdj pj; : g, (7; T )[;\]

750(N%) = @, O(N2), @y & (—1)xtertautt (3.4)

kuris, akivaizdu, tinka tik tam tikriems [\], 5, (ij). Nesunku parodyti, kuomet o; = «;, tada
w;; = 1. Kaip bus matyti véliau, tai labai svarbi fazinio daugiklio savybé nagrinéjant atvejus
Q; = Q.

Dabar jau galima nustatyti €;; koeficientus. Idéja yra tokia: reikia rasti tokia komutuojancia
diagrama

N 212] P2 $25-1 L] 252 Ps+1 .
(7 7)< Bl <= phze ) <= < (7,00 0 (3.5
piJT TPQJ
[2212) ¢1 $2 ¢3 ¢s

E P g ) B o

kad, atliekant maZiausia Zingsniy skaiciy v; = 2s + 1, atvaizdziy kompozicija bity lygi

§b25 o ¢25—1 0...0 ¢s+1 op;j o ¢s © ¢s—1 ©...0 ¢1 = Dij- (36)
Suprantama, kad zZingsniy minimumo salyga reikalaujama dél kiekvienos transformacijos metu
atsirandanciy tarpiniy jvaizdziy, pagal kuriuos reikia sllmuoti. Kitaip tariant, atliekant mazi-
ausiai galimy Zingsniy, reikia surasti tokj operatoriy C'“([As11]2¢:41), kad biity realizuojama
situacija, pateikta iSraiSkoje (3.4), o atgaliné Zingsniy seka realizuojama jau savaime. Dia-
gramoje (3.5) simboliai A, B, ..., E zymi redukavimo schemas, o atvaizdZiai ¢,, priklausantys
nuo siejamy schemy, gali buti 7¢, Tgl arba pj,, kur (kl) # (ij).
Kaip pavyzdj, iSanalizuokime situacija j = ¢ + 1. Kuomet : = 1 arba ¢ = 4, turime atvejj,
atitinkantj iSraiSka (3.4), t.y., €10 = w12, €45 = W45, kadangi redukavimo schema (Zr. lentelg 4)

91[22212] = [[2121]] x [[22] = (qa(a1z)as(@aas), auas(ous)ae(ause) ). 3.7)

Formaliai turime vieno Zingsnio diagrama. Likusiais atvejais, maZiausia Zingsniy skaiciy (t.y.,
vy = 3) charakterizuojanti diagrama yra

-1
~ 2921 Te ~
(Wu+13)[1221 I< (Wii+17)[2]

Di i+1T Tp; il

FE — 5 g

212
Pagal atvaizdzio 7¢: %E 9, ﬁy_[)‘] apibréZima, pirma Zingsnj charakterizuojanti analiziné

iSraiska yra 3 65(55([2212]12). Tuomet antrasis Zingsnis iSreiSkiamas kaip (Zzr. lygti

(B.4) >

O‘nGT\Tg

aerie, Piitl 65(55([2212] 12). Galiausiai paskutinj Zingsnj atitinkanti i§raiska yra
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T O5([2°1%)12) = Z @ ipr€ccive Of ([2°17]12).
OneFe\®i 41T

Pagal (3.6), sulyginame gautg formulg su (3.3). Tada

Eiitl = Z Wiir1€c€iitn)e), 1 # 1,4

OneF\Y

Taigi, gavome koeficientus ¢; ;1. Lygiai tokia pacia idéja remiantis, nustatomi ir kiti likg 10
koeficienty (Cia nepateikiami). Reikia pastebéti, kad daZnu atveju surastos komutuojancios dia-
gramos yra ne vienintelés. Svarbu, kad i$likty toks pats (maZiausias galimas) Zingsniy skaicius.
Pavyzdziui, atliekant v5 = 11 Zingsniy, koeficienta o5 galima nustatyti i§ tokiy skirtingy (ju
galima rasti ir daugiau) atvaizdziy kompozicijy

€95 :p§407glopg5or607g1op’25o7'go7'glop/23o7'60p£15
=75 ophsomgoph 0T, lophoTeoTs topjsophoTs, £€{1,2,...,5}.

Visos koeficienty ¢;; iSraiSkos gali buti rastos darbe [65], kuriame jos gautos nesinaudojant
komutuojanciy diagramy metodu. Taciau komutuojanciy diagramy algoritmo efektyvumas
tampa akivaizdus, jeigu palyginsime koeficienty eo4 ir €14, iSvesty nesinaudojant komutuojanéy
diagramy metodu ir atvirks¢iai — juo naudojantis, iSraiSkas. Pirmu atveju buvo nustatyta, kad
koeficientai €54 ir £16 randami atliekant, atitinkamai, vg = 17 ir vy = 19 Zingsniy. Gi pasin-
audojant vaizdZiu diagramy metodu, buvo pastebéta, kad tie patys koeficientai gali biiti surasti
atliekant vg = 13 ir /; = 15 Zingsniy, kas akivaizdZiai salygoja mazesn;] tarpiniy sumy skaiciy.

Galiausiai panagrinékime atvejus, kuomet operatoriaus 7;; pagalba perstatomi jvaizdZiai
a; = aj, i # j. Tokiu atveju atvaizdis p;;: ,71[22212] — (7; T )[122212] neegzistuoja, kadangi
salyga o; = o reiSkia nelygias nuliui Kronekerio deltas — atsiranda papildomi nariai (Zr. lygtj
(3.1)). Nepaisant to, egzistuoja teorema (Cia pateikiama be jrodymo), leidZianti iSspresti tokio
pobudzio problemas.

3.2.1 Teorema. Tegul T yra simetrijos grupés Sy perstatymo jvaizdis. Jeigu neredukuotinos

tenzorinés erdvés HY operatorius O®([\]»), suredukuotas pagal schemq TN savo vidinéje
struktiiroje turi vienodus neredukuotinus ivaizdZius as, s = 1,2,...,t < {, tuomet visada
egzistuoja toks perstatymo jvaizdis Ty, atitinkantis maZiausio galimo ilgio ciklq arba maZiau-
sio galimo ilgio cikly sandaugq, kad lygybé

€5 = E52" G
yra tenkinama, nors atitinkamas atvaizdis ¢ © pr.., © e L Zt[,’\/} — (Tmin7 )[}Z\] neegzistuoja.

Nesunku pastebéti, kad teorema taip pat leidZia sumazinti galima tarpiniy sumy skaiciy. Teo-
rema iliustruojame pavyzdZiu. Tegul turime operatorius /7%132(55([21]2) ir %\13(53([21]2). Be to,
tegul a; = . Pastebime, kad perstatymo (132) = (}23) atveju vienodos vertés jvaizdZiai
nesukeiCiami vietomis, kai tuo tarpu perstatymo (13) = (:1,) 2 ?) atveju, oy sukeiCiamas su qy.
Pirmam operatoriui galioja lygybé

[Wals()\3)\1) X aa2]g = Z 0132[Wa12()\1)\2) X ao‘g]g,

a12€2Z1+1
Cis2 = Z <043ﬁ3041ﬁ1|0413513><041351304252|045><0151a252|0412ﬁ12>
8152
B3B13812
X (a12B120303|03), 3.9)

kur W3 (\;\)) « [a® x a®]*9 ir oy; = ;. Koeficientas C3; gali buti iSreikstas per 65—
simbolius, ta¢iau nagrinéjamu atveju tai neaktualu. Antram operatoriui galiojanti lygybé yra
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(0% [ mNeY (0% aszlo [a r:|1/2 (e}
(W5 (A3A2) x ™G = Z Cis[W*2 (A A2) x a3 +5<a3’a)w13ﬁ—1/2a6’
o12€2Z1 41
C3 = - Z (%53%52‘%3523)<Oé23523(1151|045><041ﬁ104252!a12512>
B182
B35130812
X (0412512043@3’@@- (3.10)
Iéraiékoje (310) trecias CG koeficientas <Oél/61062/62’@12512> = —W1i2 <062ﬁ206161’&12ﬁ12>. Bet

a1 = Qu, todél wy, = 1. Dabar koeficiento ('3 iSraiSkos desinéje puséje sukei¢iame vietomis
a1, su as 3. Tada, palyging (3.9) su (3.10), gauname, kad C35 = (i3, kas ir yra Teoremos
3.2.1 teiginio (3.8) atskiras atvejis, kur Siame pavyzdyje T = Ty32, O Tmin = 713, kadangi (132)
gali buti iSreikStas maZiausio galimo ilgio cikly (Siuvo atveju, dvicikliy) sandauga. Pavyzdziui,
viena i§ galimybiy yra (132) = (13)(23).

Gauta teorema turi dar vieng labai svarbia taikymo arba prakting vertg, reikSmingai pasitar-
naujancia daugiaelektroniy operatoriy, veikianciy tarp keletos elektrony sluoksniy, klasifikaci-
jai. Tokio taikymo pavyzdys pateikiamas sekanc¢iame skyriuje.

3.3 Trielektronis operatorius

Jei vienelektroniai ir dvielektroniai operatoriai, kuriais ypa¢ daznai operuojama atomo teorijoje,
yra placiai iSnagrinéti visais jmanomais aspektais [11,12,46,47,49-51,66—68], tai trielektronio
(efektinio) operatoriaus atveju situacija yra Zymiai keblesné. Atomo ekvivalentiniy elektrony
klasifikacijos kontekste pirmieji reikSmingi poslinkiai $iuo klausimu buvo inicijuoti B. Judd’o
ir kt. darbuose [43, 69, 70], taCiau trikdZiy teorijos, paremtos efektiniy operatoriy formal-
izmu, kontekste tokiy darby skaicius yra Zymiai maZesnis [71-73]. Be to, nei viename iS$ jy
nepateikiama trielektronio operatoriaus, veikiancio tarp keletos valentiniy elektrony sluoksniy,
klasifikacija. (Tokio pobuidZio dvielektroniy operatoriy klasifikacija galima rasti darbuose [11,
67,68].) Siame skyriuje kaip tik su tokia klasifikacija ir yra supaZindinama.

Trielektronis operatorius yra tokio pavidalo (Zr. lygtj (2.7) arba, detaliau, skyriy 2.5)

LY Z aaagaga;agag WaB¢umy- 3.11)

I3
Kaip ir anksCiau, wagcupg Zymi trielektronj efektini matricinj elementa. Jo iSraiSka tiesiogiai
priklauso nuo nagrinéjamos sistemos, trikdzio 1% atzvilgiu tatkomo modelio (1teracmls ar CC) ir
pan. (aple tai platiau kitame skyriuje). Siame etape demesys skiriamas tenzorinei L struktirai,

kur L skleidZiame neredukuotiny tenzoriniy operatorlu LA eilute. Redukavimo schema galima
bet kuri i§ lenteleje 4 pateikty 42-jy. Kadangi visos jos lygiavertés, o sarySiai tarp schemy

randami surasty koeficienty & (lygtis (3.2)) pagalba, tai pasirenkame schema 91[22212] (lentelé
4 arba israidka (3.7)). Tada L* = O*([2212]12). Klasifikacijai patogiau yra pereiti i§ tenzorinés
erdvés H* i H? = H® x HA, t.y., neredukuotini jvaizdZiai A kei¢iamij o = xA. Toks peréjimas
realizuojamas lygybe

[ANTAJOA(12212]12) | ANTVA'] = L[ADQA[[| O ([2212]12) || AT QA]
1@ Mg20|QM¢) [ATQA[| O ([2°12)12) || AI'Q'\']
ﬁ<@'MQ10|QMQ> [ACQA[|O™ ([2°1P[12) ||\ Q']
+ 555 (Q' Mg30|QMg) [ATQA|| O**([221°]12) || AT'Q'A],
kur, kaip ir visada, A = [1/2 LS-rySyje ir A = j jj-rySyje; QMg Zymi kvazisukinio kvantinius

skaiCius (transformacijos grupé SU(2)), siejamus su vyresniSkumo kvantiniu skai¢iumi v (trans-
formacijos grupé Sp(4l + 2)). Taigi, uzdavinys yra suklasifikuoti neredukuotinus tenzorinius

operatorius @a([22 1%]12) pagal elektrony sluoksniy, kuriuose pastarasis veikia, skaiiy; visi kiti
operatoriai O%(|\|»r) randami baziniy koeficienty e, pagalba.
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Pirmiausia apsibréziame trijy tipy klases: motining, dualigja ir iSvesting. Duali klasé yra
atskiras iSvestinés klasés atvejis. Tariame, kad operatoriy

@%[2212]12) = T\g(/\i)\jAk/\l)\p)\q) = [[ngj(/\i)\j) X atk]%ik x W (A N,) X agq]qPQ]g,
suredukuoty pagal redukavimo schema

[2212] _ def (x), jeii<j<k<l<p<yg,
Ty = (ijklpg) = { (z,), Kitais atvejais,

aibé formuoja dimensijos dy, motining klasg X,(Ay, Ay, ..., Ay), £ <6, Jelgu i§s={i,j k}ir
s" ={l, p, q} tos pacios reik§més skaiciy kartotinumy sklrtumas A, x =1,7,k,l,p,q yratoks,
kad

¢
d A =0
r=1

Pavyzdziui, jei s = {i = 1,j = 1,k = 1}, s = {l = 1,p = 1,q = 2}, tuomet A; =
3—2=1,A,=0-1= -1, Ay + Ay = 0, ir operatorius, suredukuotas pagal schema
(111112), priklauso klasei Xo(+1, —1). Nesunku pastebéti, kad skaiiai 4, j, k, [, p, ¢ < ¢ Zymi
ekvivalentiniy elektrony sluoksnius atome.

Dimensijos d, motininei klasei X,(A, Ay, ..., Ay) duali klasé yra tokia dimensijos d,
klas¢, kad X (A, Ag, ..., Ay) = Xy(—Ay, —Ay, ..., —Ay). I§ pastarojo apibrézimo seka, kad
jei trielektronis operatorius L (Zr. iSraiSka (3.11)) priklauso motininei klasei X,(A1, Ay, ..., Ay),

tuomet jam ermiti§kai jungtinis operatorius L' priklauso klasei X; (A, Ao, ..., Ay). Vadi-
nasi, prisimenant, kad matriciniai elementai Hilberto erdveje yra aplbremaml kalp funkcmnalal

X7 x X7 — R*, konstatuojame, kad (¥ f IL|W;) = (U,|LH|W 7). Tokiu budu, trielektroniy
operatoriy klamﬁkacga pagal trijy tipy klases vienareikSmiskai atlieckama pasinaudojant tik mo-
tininés ir iSvestinés klasés savokomis.

Detaliau panagrinékime iSvestines klases. Tam tikslui apsibréZkime atvaizdj

i iR Y o i ;! k! 4 / / (i
pri (@) — (za), (15555%) — <7r(1) #(2) 7(3) =(4) (5) ﬁﬁ)) =(135158)
realizuojama kaip
FT Mo A A A A Ag ) = T (AN A A A A ). (3.12)
Pastebime, kad kai 7 yra transpozicija, pastaroji iSraiSka apibréZiama lygybe (3.3).
3.3.1 Teorema. Jei operatoriai fg()\i/ Ajr A Av Ay Ay ) ir T (A A At Ayt Ay A\ ) yra suredukuoti
pagal schemas (x) ir (y), o operatoriai T*(AN A ANAAg) i T (A A Ar AsAiAy) yra sure-

dukuoti pagal schemas (Xn) ir <y7T ) taip, kad tam tikram  simetrijos grupés ivaizdZivi 11 galioja

lygybés H)\ = A\ H)\ =\, H)\k =\, H)\l = g H)\ = Ay H)\ = A\, tada esamiems
atvaizdziams p,: () — (x) ir pr: (y) — (yn) egzistuoja atitinkamas atvaizdis px toks,
kad diagrama

(y) — (y) (3.13)

(yx)
yra komutuojanti, o simetrijos grupés Sg perstatymo ivaizdis 7 tenkina salyga
TT O A A A A ) = T (Ao Amngn Aoy Ao Mgy Arier))- (3.14)

(Teorema pateikiama be jrodymo.) IS teoremos seka, kad lygti (3.13) tenkinanciy operatoriy 7
yra ne vienas, taciau visi tokie galimi operatoriai yra ekvivalentis.
Pagrindinés 1§ teoremos iSplaukiancios iSvados yra:
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1. Jei neredukuotinas tenzorinis operatorius fg(/\i)\j)\k/\lAp)\q), suredukuotas pagal schema
(), priklauso klasei X,(Ay, Ao, ..., Ay) realizuojant atvaizdj p,: (z) — (z,) (lygtis
(3.12)), tuomet bet koks kitas pagal redukavimo schema (y, ) suredukuotas tenzorinis op-
eratorius 7 (A, A A AsAiA,) toks, kad T (A Ap A AsAeAy) = TITS (N A AN AL, ), prik-

lauso klasei X (Al, Al ..., A)) realizuojant atvaizdj p,, = ps o p,. Dimensijos d, klasé
Xo(A], AL, ..., A}) yra vadinama dimensijos d, motininés klasés Xy(Aq, Ag, ..., Ay) iSves-
tine klase.

2. Lygtis (3.13) jgalina vienareikSmiSkai suklasifikuoti operatorius pasinaudojant tik motininés
klasés savoka; operatoriai, prklausantys iSvestinéms klaseéms, suklasifikuojami nustacius

iSvestines klases charakterizuojancius perstatymo jvaizdzius 7.
Natdralu, kad 7’ galima rasti ir tiesiogiai i$ lygties
7T N A A Ag A At ) = TS (Ain A Ar As A A ),

taciau $iuo atveju sprendiniy 7’ yra tiek, kiek yra skirtingy operatorig 7 (A, Ap A AsAi Ay,
priklausanciy tai paciai klasei — toks skaicius daznai siekia kelias deSimtis. Gi Teoremos 3.3.1
pagalba pakanka nustatyti tokius sprendinius vienai kuriai nors klasei (ja ir vadiname moti-
nine) priklausantiems operatoriams. Visiems kitiems iSvestinei klasei priklausantiems opera-
toriams tokie sprendiniai randami lygties (3.13) pagalba. Tam tikslui reikalingi operatoriai 7.
Bet tokiy operatoriy skaiCius yra Zymiai mazZesnis negu klases dimensija — jis lygus operatoriy
TS (A A A Mg A Ayir ) skaiCiui (daznu atveju tiesiog 1).

Lentele 6. Klasé X3 (+2,—1,—1): d3 =24

< > ™ < > <x7r> s <$>

(111{123}) ¥ (111123)  (113233) (34)  (112333)
(112223) 1o (112223) (113323) (35)
(112232) (56) (113332) (36)
(112322) (46) (131233) (243)
(121223) (23) (131323) (253)
(121232) (23) (56) (131332) (263)
(121322) (23) (46) (311233) (143)
(211223) (13) (311323) (153)
(211232) (13) (56) (311332) (163)

(211322) (13) (46)

X3(—-1,+2,-1) X3(—1,-1,42)

() - () () 7 (w)
(111123) (15)  (122223)  (111123) (16) (25)  (123333)
(112223) (14)(25) (111223)  (112223) (16) (25)  (122233)
(112333) (13)  (122333)  (112333) (16) (25)  (111233)

Pailiustruokime pavyzdziu. Tegul turime motining klasg¢ X3(+2, —1, —1), kurios dimen-
sija d3 = 24 (lentelé 6). Kaip matyti, Sioje klaséje yra trys galimi operatoriai (taigi bus trys
operatoriai 7) T (Ay Ay A Ay Ay Ay) (Zr. (3.12)), suredukuoti pagal tris galimas schemas (z):
(111123), (112223), (112333). Visi kiti tai paciai klasei X3(+2, —1, —1) priklausantys operato-
riai T°( A\ Aj A\ A ApA,) gaunami pagal (3.12). Lenteleje 0 € {16, (56), (45), (456), (465), (46)}
atitinka kiekviena schema (ta pacia iSsidéstymo tvarka) i$

{(ijklpq), (ijklqp), (ijkplq), (ijkpql), (ijkqlp), (ijkapl)},

trumpai pazymeétos simboliu (ijk{lpq}). Tegul turime fg(/\i)\j)\k)\l)\p)\q), suredukuotg pa-
gal schema (zr,) = (211223). Tada (z) = (112223) ir 7 = (132), kadangi tos pacios

reikSmés neredukuotini jvaizdziai oy = s = ¢; nesukeiCiami. Bet pagal Teoremag 3.2.1,
galimas pakeitimas 7 = m,;, = (13). Sakykime, kad egzistuoja perstatymo operatorius

IT = I, (Zr. Teorema 3.3.1), realizuojantis perstatyma (12), t.y., pasirenkame iSvesting klasg
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X3(—1,42,—1) (A sukei¢iamas su A,) su atitinkamu neredukuotinu tenzoriniu operatoriumi
T (A A A Ag A Ay ), suredukuotu pagal schema (y) = (111223). Tada pagal (3.14),

FT (MMM A2 doAs) = T (Moo A A A Ag).

I§ a7 = (14253). Pagal Teorema 3.2.1, pastarajj perstatyma galima pakeisti maziausio galimo
ilgio cikly sandauga 7 = 7y = (14)(25). Tuomet pagal (3.13), @ = 77 = (25)(34), ir op-
eratorius 7° (A A A As A\, ), priklausantis iSvestinei klasei X3(—1,+2, —1), yra suredukuotas
pagal schema (y,) = (122113). I5 kitos pusés

FT (MMM A dos) = T (A AaAas A A Ag).

IS ¢ia ™ = (24)(35) = (25)(34). Taigi, abiem atvejais rezultatas sutampa. Taciau yra esmi-
nis skirtumas. Jei naudosimés pastaruoju metodu, tuomet reikés ieskoti 7’ visais 24 atvejais,
kadangi klasés dimensija yra d3 = 24. Tuo tarpu pasinaudojant Teorema 3.3.1, 7’ = (14)(25)7,

kur visi 7, tinkantys ir kitoms iSvestinéms klaséms (su sau charakteringais 7), yra pateikti
lenteléje 6.

Tokio pobtuidzio klasifikacija atliekama visiems ¢ = 2, 3,4, 5, 6 (¢ia nepateikiama). Paminé-
sime, kad dviejy sluoksniy atveju (¢ = 2) motininiy klasiy su dimensijomis dy = 12,15,6, 1
yra 4; kai ¢ = 3, (motininiy) klasiy, kuriy dimensijos d3 = 21, 24, 3, 45,9, skaiCius yra 5; kai
¢ = 4, i8 viso penkiy klasiy dimensijos yra d, = 72,9,6, 36, 18; kai ¢ = 5, klasiy skaicius
— 2, dimensijos d5; = 18, 36; galiausiai, kai trielektronis operatorius veikia tarp SeSiy atomo
ekvivalentiniy elektrony sluoksniy, motininé klasé yra viena, su dimensija dg = 36.

4 Metodu taikymai trecios eilés trikdziu teorijoje

Ankstesniuose skyriuose apzvelgti bet kokio ilgio tenzoriy ir jy neredukuotiny formy tam tikrose
redukavimo grupése tyrimo metodai tinka bet kokio tipo—bent jau atomo fizikoje aptinka-
miems—operatoriams, taciau pilna kompleksinio operatoriaus struktiira susideda ne tik i$ ten-
zorinés dalies, bet ir saveika ar nagrinéjama procesa charakterizuojancio daugiklio — matricinio
elemento (Zr. pvz., daugikli w.gcupy trielektronio operatoriaus atveju (3.11)). Todél Siame
skyriuje, kaip vienas i§ pagrindiniy taikymo pavyzdZiy nagrinéjama trecios eilés TT, ir vienas
pagrindiniy tiksly yra nustatyti minétus matricinius elementus pasirinktu tikslumu. Vienas
esminiy tokio tyrimo motyvy yra labai dideli aukStesnés eilés TT nariy skaiciai, kuriuos reikia
paruosti efektyviam energijy skaiCiavimui. Tod¢l tinkamai paruosta iSraiSky simboliné forma
Zymiai supaprastinty tolimesnius atominius skai¢iavimus. Kitas, ne ka maZiau svarbus, motyvas
— tai galimybé (matematiskai pagrjstai) suformuluoti apibendrinancias iSvadas, kuriomis remi-
antis TT modeliy, tatkomy atomo teorijoje, panaudojimas tampa vieno bendro metodo atskirais
atvejais.

Pagrindiniai rezultatai yra: (i) naudojantis simbolinio programavimo paketu NCoperators,
sugeneruoti antros eilés banginés funkcijos operatoriaus Q® ir trecios eilés efektinio Hamil-
toniano .s#®), veikian¢io modelinéje erdvéje P, nariai; (ii) pasiiilyta efektinio operatoriaus
nariy iSraiSkos forma, tinkanti ne tik iteracinio pobudzio TT, bet ir klasterinio skleidimo (CC)
modeliams. TT nariy generacija ir apdorojimas atlickamas iSskirtinai algebriniu budu, nesinau-
dojant Goldstone’o diagramy atvaizdavimu (Zr. palyginimui darbus [31-34,38]). Tai salygoja
tokius pagrindinius privalumus: (i) galimybeé keisti elektrony suZadinimo amplitudes, kai tuo
tarpu tenzoriné struktiira iSlieka nepakitusi; (ii) galimybé Charilkterizuoti tam tikrg sugeneruoty
nariy skaiciy viena ir ta pacia tenzorine forma. Kadangi | 0O®@ skleidimo nariy sudétj jeina
daugiausiai keturelektroniai operatoriai, tai gautos iSraiSkos tinka maksimaliai keturelektroniy
suzZadinimo amplitudZiy tyrimui.

Trecios eilés efektinis Hamiltonianas (Zr. lygtj (2.13)) lygus

2 4 min(2m,2n)

A= 33> Z Bsgr e = APVLQD Pl

Ijyyn—e m=1n=1
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kur Q® nariai generuojami naudojantis apibendrinta Blocho lygtimi (2.12). (m 4+ n — §)-
elektron} operatoriy h ne skleidZiame SU(2)-neredukuotiny tenzoriniy operatoriy eilute

mn,§ - Z Z Z OA f)mn §(FA) (41)

—A T
Nagrin¢jame atvejus m +n — § = 1,2. Kaim +n — & =1 (Lema 2.5.1, lentelé 3),

O™ ([A3¢) = OM([171) = W (A Xe), (4.2)
okaim+n—§& =2,

OM[N#) = OM[22]1) = —[WA (A Ay) x W2 (Ao he)]™. (4.3)

Taigi, uzdavinys yra sugeneruoti QX narius, kuriu pavidalas, kaip Teoremos 2. 5 2 i18dava, ieSko-

mas naudOJantls (2.16), ir surasti koeficientus f)mn §(I‘A) Suprantama, kad Qe ) nariy generacija
yra Zymiai ilgiau uZtrunkantis procesas, kuris, kaip jau pastebéta anks¢iau, buvo atliktas kom-
piuterio pagalba. Pavyzdys iliustruotas Pav. 1.

In[16]= RV1QlPconnectedOnePair // Clear
RV1iQlPconnectedOnePair = Block[{wl, w2, w3, wd, w5, w6, w7, w8, w9, wll, wil, wilZ, wl3, wl4, wl5},
wl[a_, £.] := NormalOrder[OneContraction[2, a, /5, 2, ec2, ca2]] *MatrixEl[ec2,, vz, ca2 ] / A[2, ec2, cal] +
NormalOrder [OneContraction[2, a, £, 2, ec2, va2]] *MatrixEl[ec2,, v, va2,;] /A[2, ec2, va2] +
NormalOrder[OneCentractien([2, a, 4, 2, ve2, ca2]] *MatrixEl[ve2,, vs, ca2,]/ A2, vel2, cal2];
w2[a , A ] :=wl[a, F] // Expand;
wila_, A ] :=w2la, ] +*MatrixEl[a,, v,, £;] // Expand;

wa[A ] s= (w3 [a, A)] /. {@a ->ecl}) + (w3 [a, £] /. {aa =+ vel}) + (w2 [a, £] /. {a+ccl});
w5 = (wi[B] /. {B—>eal}) + (wd[B] /. {B— val}) + (wi[B] /. {B » call});
w6 = w5 // Expand;

wl =w6 /. {
KronDelta[Subscript[ecl, k_], Subscript[ea2, I _]]: 0

KronDelta [Subscript[vel, k_], Subscript[wvaZ, 1_]] = 0

KronDelta [Subscript[cal, k_], Subscript[cec2, 1_]]:» 0};

wi = Table[Q#x w7 [[f]] #« P, {f, 1, Lenagth[w7]}] // Total;

w2 = (w8 //. MBPTrules) //. PQrules;

wll = w3 // NormalOrdering;

wll =wl0O //. Elimination;

wl2 = (wll/ &e) // Expand;

wl3 = wl2 //. denominatorll;

wl4 = Table[RenameState[wl3[[i]], {cel,, cal,, ecl,, eal,, vel,, val,, ce2,, ca2;, ec2,, eal,, ve2,, val,;}],
{i, 1, Length[wl2]}] // Total;

wlS = wld //. WaveOpSimplify //. WaveOpSimplify2

1:

In[18]= (SymbolSum[RV1NlPconnectedOnePair, {caZ,, eal,, val;}] //. SumExpand //. SumSimplify) /. {
SymbolSum[z , var_List] »z} /. P=>1/.Q->1/. style /. style /. style /. style /. style

outi1s] ﬂylﬂga’iﬂlhﬂ(ﬁz' (P1lvzlay) +”mlﬂ;a’ﬂ‘“l\ll\PL'-’3P1\12|'72- +ﬂr1“;2’71|11|.@1 {P1lvzlez; ﬂzlﬂgz’ﬂl\lﬂﬂz"f1\12|”1'-
il (Eay ~Epy) (Eag — €5, ) (€cq ~ Emy) (Eey — €51 ) [€eq ~€m1) (Eey —Ery) (€ay ~ €ty ) |Eag — E4y)
ﬂ”!lﬂ‘c"g=tl|12‘cg (my vy |[#1) R By c'g rolva It ) (B valezy ey 1'"2 {ay vy [mg) (ty [vgfay ) R By :,2’:7’1\11 [t17 (1 [va] pa)
(€eq = Emy ) (Eey — &4y ) (€ep = &ry ) (Eeq - 28y ) (€ay =€ty ) (Emy - &1y ) (Epy = €ry ) (Epy - 54y )

Pav. 1. Q@ nariy generavimas: fragmentas

Sakykime, kad tie nariai jau sugeneruoti. SekanCiame etape narius grupuojame pagal sumav-
imo rinkinius 7, («f3) (Teorema 2.5.2). Kitaip tariant, ieSkome efektiniy matriciniy elementy
) (lygtis (2.16)). Kiekvienam ju taitkome Wigner—Eckart’o teorema, ko pasekoje gauname
matrlcmm elementy w® SU(2)-invariantus. Nepaisant didelio matriciniy elementy skai¢iaus,
nustatyta, kad pakanka iSnagrinéti tik 13 tokiy SU(2)—invarianty — visi kiti gaunami i§ pastaryjy
déka vienelektronio v, = (a|v;| B) ir dvielektronio gagps = () g12|iv) matriciniy elementy
simetrijos savybiy vienelektroniy orbitaliy perstatymo atzvilgiu. Sios savybés gaunamos su
salyga, kad vienelektronés ir dvielektronés saveikos operatoriai v; (¢ = 0,1,2) ir g;» yra er-
mitiniai. Vienelektroniai operatoriai v; charakterizuoja tam tikra iSorinj trikdj. Tai gali buti,
pavyzdZiui, elektrinis ar magnetinis laukas. Dvielektroniai operatoriai g;, atspindi saveika tarp
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atomo elektrony. DaZniausiai tai yra kuloniné saveika su reliatyvistinémis (Breito) pataisomis.
Be to, dvielektroniams operatoriams daznai yra patogu ilvesti antisimetrinius matricinius ele-

mentus o35 ] GaBur — Yappp- Taigi, pagal Q apibrézima, visos aukStesnés eilés suzadinimo
amplitudes w yra iSreiSkiamos (zr. lygti (2.14)) v, 3 ir/arba g,z sandaugomis su atitinkamais
energijos daugikliais; tokiy dauginiy skai¢ius lygus w eiliskumui. Vadinasi, w) turi po viena
dauginj, w® — po du ir t.t. PavyzdZiui, i§ Blocho lygties nesunku nustatyti, kad w(?) susideda i§

. . 1) . . . 1 e e . v v vy e .
vienelektroniy wb ir dvielektroniy wé B) 5 Matriciniy elementy, kurie, savo ruoZztu, iSreiSkiami

. b
kaip

1) det U 1) def  GafBpv ~(1)  def (1 1
g e G,

Tradiciniuose TT darbuose [31-34] tokia matriciniy elementy w struktiira yra perraSoma submatri-
ciniy elementy sandauga, pritaikius Wigner—Eckart’o teorema. Taigi, kiek sugeneruota skirtingy
nariy, tiek tokiy skirtingy struktiiry reikia suformuoti, o tai, akivaizdu, yra sudétingas ir varginan-
tis darbas dél elementy w gausos. D¢l Sios priezasties yra kuriamos jvairios teorijos ir dia-
graminiai (Feynman, Goldstone, Brueckner) atvaizdavimai, nustatinéjamos jvairios diagramy
simetrijos savybés (horizontalieji, vertikalieji atspindZiai) ir pan. Daugeliu atvejy tai efek-
tyvu. Deja, tai neiSsprendZia esminio klausimo — kaip eliminuoti varginant; darbg su tokia
nariy gausa, kadangi kiekvienas narys (diagrama) reikalauja savito pri¢jimo budo (nesvarbu,
kaip ji bepavaizduotume).

Sio darbo autoriaus nuomone, pastarasis klausimas yra i§sprendZiamas (bent jau i§ dalies),
o sprendimo iStakos velgi remiasi | Teorema 2.5.2. Tokiu atveju, pagrindinis uZdavinys yra
sugrupuoti sugeneruotus banginés funkcijos operatoriaus narius pagal vienelektroniy orbitaliy
tipus (kamieninés, valentinés, suzadintos). Pavyzdys pateiktas iSraiSkoje (2.16), kur w atlieka
efektinio matricinio elemento vaidmenj. Be to, kiekvienas elementas w yra iSreiSkiamas per
SU(2)—invariantus €2, kuriuos nustatyti irgi néra sudétinga. Kaip jau minéta, antros eilés ban-
ginés funkcijos operatoriaus atveju $ie invariantai iSreiSkiami per bazinius SU(2)—invariantus,
kuriy yra 13. Pavyzdziui, vienelektronis efektinis matricinis elementas w,(fc) = w(2)+ + w(Q) ,
kur bendru atveju

+ + +
wfﬁ-) = (—1)t1 Z()\ama)\g — mB\A + M>Q£y2ﬁ2 (A),
A

— def

)\ﬁ+mﬁ, tl — )\ +ma7
o SU(2)—invariantai QNC iSreiSkiami kaip

+ def

QT (M) (ee — ) = Our[Sue (7o) + Spue(mmam)] + 0ar [Spie (1) + Spcl(m)]
00 [ e (72) + S e (72)] + 8205

Q<2)7<A) (€C - 6#) = 5ATSC/L(7—17—27—)

ue

kur S,5(T1727), Sup(m1) ir S 5(72) yra vieni i§ baziniy (trylikos) SU(2)-invarianty. Cia 7;
Zymi neredukuotinus jvalzdzms pagal kuriuos transformuojasi suredukuoti vienelektroniai op-
eratoriai, gauti i§ v; (taskai vir§ S rodo pagal kokio tipo vienelektrones orbitales sumuojama;
Cia detaliau j tokio pobuidZio subtilybes nesigilinsime). Vadinasi, vienelektronis efektinis ma-
tricinis elementas w,w) (u = v, e) vienu metu charakterizuoja 30 diagramy (tildés vir$ .S rodo
tiesioginius ir pakaitinius narius). Panagiai yra konstruojami ir visi kiti w® n—elektroniai
(kur n = 1,2, 3,4) efektiniai matriciniai elementai (¢ia nepateikiami). Paminésime tik wE
elementy prasme, atitinkanCia diagramin] atvaizdavima. Diagramos, charakterizuojamos ele-
mentais w®~, yra: (i) atgalinés arba sulankstytos (angl. literatiiroje Zinomos, kaip backward
arba folded); (i1) kai kurios diagramos, gautos jungiant kamienines orbitales Viko eilutéje; (iii)
diagramos, gautos atspindint elementus w(®* atitinkancias diagramas horizontalios agies atZvil-
giu.
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Suradus visus banginés funkcijos operatoriaus Q> SU(2)-invariantus Q®*, koeficienty
b( (TA) nustatymas yra palyginus nesudetlngas uzdavinys. Pagal Q()* charakteristikas, ko-

mn;&
eficientai [) (I'A) taip pat suskaidomi j f)mn E(FA) PavyzdZiui, visi 5#®) vienelektronius
skleidimo narlus charakterizuojantys koeficientai pateikti lenteléje 7, kur koeficientai f ir z
(2) yra proporcingi, atitinkamai, v; ir g;o submatriciniams elementams, o a(A;Aa\) yra fazinis
daugiklis (—1)* A2+,
Lentelé 7. Efektinio Hamiltoniano .7 (®) vienelektroniy nariy skleidimo koeficientai
(mng) Bt (A)
(=1 [ro] Y2 S5 AV (romoR MTIAM) (=12 2, Frod AR ®) {0 &
—(-)F S, frod A2 (@) {p 5 )

(111)

v=Av r—Xe 1 _ (2)+ A Xy Ae
(212)  2A=1N N T, Do DM S, HOAA A u) 20 ()2 3 X}

(=1)A[ro]/2 ZAlA x(=DMAL, Ag, A2 (rgmoA MIAM) Y, (Z (=127 f(ToAeAw)
52+ A (2)+ e dv Ay
<EL MK 3N 8L - 5 a0 ) Frod A0 (A AR) B L)
A

To 0 A A

(122)

25 a a1V oo (a0WAGA) B Z0AA A AAZA) DL (A1 A28) {1 42 1)
—a(81858) 50, HOAAAAAA) D (A1 A00) 8242 1) + 2504, (- )M [Ao]/2

S OIRINEEY (a(AvAvA) S e o (I Z 0NN A A AR (A1 AaA)
—a(AAsA) S (1) ZO0AA A A A ADQDT (A A, A))

ev/vc

(223)

250 v Lons AN A2) (FOAAA A A2AZ)QUT o (22500)

+ 208,50 1)A’+A‘°’+M[A A3 AJY2(AsMsA MIAM) (1)

XF(OAAA A A2 D) e (MidaAgR) {1 42 B4 T8 A a(ainan)
KHONA A A AsA2) 22 (A ApAsA) {A,j, Ea{elah)

p'’'p'vic’c

(234)

Koeficientai )~ (A) yra gaunami i hmn f(A), atliekant pakeitimus:

mn;€
(@) QOF(A) — (~1P MO ())

(b) Q(Q)Jr (A1A2A) _ ( 1)AQ+A@+A;L+AV+MQQBWJ<A AQA)

afBpv

(©) 0@+ (A1AsA3A) — (— 1)/\ atAgFAcHAa+As+Aq +M+1V15+1Q(2)— (A1 AsA3A)

afCarn afCarn

Papildomai yra dar viena pakeitimo taisykleé: (d) kiekvienas bazinis indeksas (jei toks yra),
iSskyrus m, koeficienty b () iSraiSkose yra pakeiCiamas j prieSingo Zenklo indeksa.

mn;&
Kaip matyti i§ lentelés 7, koeficienty bgi(/&) iSraiSkos yra patogios tuo, kad galima laisvai

keisti SU(2)—invariantus Q®*, priklausomai nuo pasirinkto TT modelio — likusi struktiira nek-
inta. Tokia koeficienty forma yra artima CC modeliui (Zr. pvz., [71]), kuomet operuojama am-

plitudémis w,,, charakterizuojan¢iomis n—elektronius suzadinimus. Tokiu atveju n—elektroniai
w®* elementai papras¢iausiai pakei¢iami j n—elektronius elementus wy,, t.y., Qaﬂ v keiCia-
mas j (2,3 zp- Kitas tokios formos privalumas yra tas, kad (m + n — &)—elektroniy operatoriy

~

hfj) ¢ Matriciniy elementy skaiCiavimas yra tiesiog neredukuotiny tenzoriniy operatoriy (4.2)-
(4.3) matriciniy elementy skai¢iavimas. Tokie matriciniai elementai skirtingose bazése gali buti
rasti [46,48] darbuose.
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Reziumuojant Siame skyriuje apzvelgta TT nariy tyrimo metoda, bei jo teikiamus privalu-
mus lyginant su diagraminiu atvaizdavimu, Zemiau pateikiame, kiek i§ viso trecios eilés efek-
tinio Hamiltoniano .77 skleidimo (tiesioginiy) nariy buvo sugeneruota (lentelés 8-9) ir api-
pavidalinta (4.1) forma.

Lentelé 8. Efektinio Hamiltoniano /#(3) vienelektroniy nariy skaicius

(mné) dr d+ d- d-
(111) 13 0 3 0
(122) 37 0 18 0
(212) 14 2 2 0
(223) 67 34 29 2
(234) 57 36 18 18
Viso: 188 72 70 20

Lentelé 9. Efektinio Hamiltoniano ﬁ?’) dvielektroniy nariu skaicius

mn. dr d+ d- d-

(mnf)
(121) 20 0 10 0
(211) 13 2 3 0
(222) 64 32 31 4
(132) 20 16 10 10
(233) 75 50 28 28
(244) 25 25 — —
Viso: 217 125 82 42

Lentelése d* Zymi tiesioginiy nariy, charakterizuojamy skleidimo koeficientais f)mn g(A),

skaiciy, kai tuo tarpu d* 7 Zymi tiesioginiy nariy skaiciy, nejskaitant galimy vienelektroniy saveikos
operatoriy v; (t.y., neatsizvelgiant j iSorinj poveikj). Kaip matyti, i§ viso buvo sugeneruoti d =
188 +70 = 258, d = 72+ 20 = 92 vienelektroniai ir d = 217+ 82 = 299, d = 125+ 42 = 167
dvielektroniai nariai. Palyginimui, pavyzdZiui, Blundell ir kt. darbe [38] buvo suskai¢iuotos 84
diagramos, duodancios jnasg i vienelektrones (angl. mono-valent) energijas, ir neatsizvelgiant
1 vienelektrones saveikas v;. Autoriy gauty energijy ES’)—ES), E}g’), E§3) ir ES), Ef’) iSraiSkos

®) _ = e Gveele wéz)cv yra atpaZjstama i$
koeficiento b 3 vidingje struktiiroje esancio nario Z(0A, A A Ay A1 A )QH res (A1 A2A) (lentele
7). Kitame, pavyzdz1u1 Ho ir kt. darbe [34] buvo suskalcluota 218 dvielektronius narius
charakterizuojanciy diagramy, taip pat neatsizvelgianciy j vienelektrones saveikas v;. Tokiy
pavyzdZiy galima rasti ir daugiau, taiau dauguma autoriy patys nariy negeneruoja, o naudojasi
minétuose darbuose gautais rezultatais (Zr. pvz., [33,35]).

Galiausiai, verta paminéti, kad .7(%) skleidimo nariai taip pat apibidina ir kitus n—elektronius
operatorius, kur n = 0,1,2,...,5. Pavyzdziui, [71] darbe autoriai, nagrinédami trielektronius
suzadinimus, didelj démesj skyré operatoriams su charakteringais skleidimo koeficientais (pagal
Siame skyriuje naudojama klasifikacija) hg‘?l Tokiu atveju, viso 30 tiesioginiy nariy (diagramy)
yra charakterizuojamos koeficientu

atitinka koeficientus hg)?), bg‘? 4 1r hg‘% Pavyzdziui, E);

(2?§)JL(E1A1E2A2A) _ (—I)AV"+)“7'+>“7"+A2+A[Ah A2]1/22<ZG(AV'>\GK2)[E1, E27K1]1/2
A A

)+ A A Av Kz Ao Ao Ay Kz Av )‘v’ Eq >\\—,// )\\—,/ E>
X E Z(0A A A g uu)Qv romeon (N1 A2 A) SO I TN dh POAVIE o8 IR VY Vi
cu

+(~1 E1+Ezzz (OAA AN B ENQELE (R By {ﬁ; B ﬁf,,} {22 5 f})
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5 Pagrindiniai rezultatai ir iSvados

1. Surasti SO(3)-neredukuotini tenzoriniai operatoriai suteiké galimybe praplésti tenzoriniy
operatoriy matriciniy elementy skaiciavimo technika. To iSdava yra: (i) galimybé iSreiksti
daugiaelektronius kampinius integralus suma vienelektroniy integraly; (ii) galimybé skaiciuoti
operatoriy matricinius elementus SU(2)-neredukuotiny matriciniy jvaizdZiy bazéje.

2. ISplétotas efektiniy operatoriy metodas. Remiantis Feshbach’o erdviy padalijimo metodu,
sukonstruota modeliné erdvé. To pasekoje, nustatyta, kad tik daugiausia 8 Hilberto erdvés n—
elektroniy operatoriy tipy skaicius i§ 9" galimy generuoja nelygius nuliui operatorius duotoje
modelingje erdvéje. Tai Zymiai suprastina trikdZiy teorijos skleidimo nariy generavima.

3. Sukurtas metodas suklasifikuoti bet kokio ilgio Foko erdvés tenzorius pagal jy redukavimo

grupés jvaizdzius. Metodas gristas simetrijos grupés neredukuotinais ivaizdZiais, daugiamaci-

ais korteZzais ir iSplétotu komutuojanciy diagramy metodu, kuris leidZia nesudétingai nustatyti

sarysius tarp tenzoriniy operatoriy, suredukuoty pagal skirtingas redukavimo schemas. Ypatin-

gas démesys yra skirtas trielektroniy operatoriy, kuriy indélis | energijos pataisas daugeliu

atveju yra reikSmingas, klasifikacijai. Pasinaudojant pasiulyta operatoriy klasifikacija, jy matrici-
niy elementy skai¢iavimo technika tampa efektyvi ir tinkama bet kokio tipo operatoriams,

nepriklausomai nuo jy redukavimo schemos.

4. Pirma karta buvo suklasifikuotas Foko erdvés trielektronis operatorius, veikiantis j atomo 2,
3, 4, 5, 6 ekvivalentiniy elektrony sluoksnius. Apribojus veikimo erdve j neredukuotinus po-
erdvius, tenzoriniai operatoriai buvo suklasifikuoti pagal klases, charakterizuojamas elektrony
skaic¢iumi sluoksnyje ir sluoksniy skai¢iumi. To pasekoje, trielektroniy operatoriy, kuriais ope-
ruojama trikdZiy teorijoje, identifikacija tampa vienareikSmiskai apibrézta, kas salygoja efek-
tyviai realizuojama trielektroniy suzadinimy jskaityma trikdZio skleidimo eilutéje.

5. Sukurta savita efektinio Hamiltoniano skleidimo nariy kampinio redukavimo metodika, kuri,
lyginant su tradicine, t.y., diagramine teorijos formuluote, teikia tokius privalumus: (i) gal-
imybé keisti elektrony suZadinimo amplitudes priklausomai nuo konkretaus uzdavinio — ten-
zoriné skleidimo nariy struktura nekinta; (i1) galimybe charakterizuoti tam tikra skleidimo nariy
(diagramy) aib¢ viena tenzorine forma. Toks redukavimo schemos parinkimas leidZia sudarytas
iSraiSkas nesunkiai pritaikyti ir plac¢iai naudojamam klasterinio skleidimo (CC) artiniui. Be to,
gautos iSraiSkos gali biti perkeltos i programinius paketus, atliekancius skaiciavimus, charak-
teringus atomams su keletu valentiniy elektrony. Skleidimo nariai buvo suredukuoti ir uZraSyti
tenzorine forma pasinaudojus sukurtu simbolinio programavimo paketu NCoperators.
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6 Summary

The dissertation «Algebraic development of many-body perturbation theory in theoretical atomic
spectroscopy» was prepared at Institute of Theoretical Physics and Astronomy of Vilnius Uni-
versity during the period from 2006 to 2010. It contains 101 pages, 5 sections and 4 appendices.
The main results described in the present dissertation have been published in journals of physi-
cal and mathematical sciences.

The principal goals of the thesis are subjected to general methods and forms of effective op-
erators by the nowadays demands of theoretical application of many-body perturbation theory
to atomic physics. The present theoretical research follows up step by step by systematic obser-
vation of various possibilities to restrict the Fock space operators to their irreducible subspaces
and the classification of irreducible tensor operators which represent the physical as well as the
effective interactions. To ground the results of the thesis, the symbolic preparation of obtained
expressions is strictly proved mathematically. Most of the main results are listed in theorems.
The expansion terms of studied perturbation theory have been generated and worked up util-
ising the symbolic computer algebra package NCoperators. This fact attends an avoidance of
making any random errors to the least possible degree.

The first section represents an introductory subdivision of the present thesis. It contains a
detailed inspection related to the subject under consideration, the listed main goals and tasks,
the scientific novelty, the statements to be defended, the list of publications and abstracts. Three
major theories of theoretical atomic spectroscopy are considered in order to note the similarities
and differences of their application: the multi-configuration Hartree—-Fock (MCHF) approach,
the iterative Rayleigh—Schrodinger perturbation theory (RSPT) and the coupled-cluster (CC)
approximation. The last two theories concern the reader for the greatest part.

In the second section of the thesis, the basis transformation properties and the partitioning
of function space are discussed. The key results are the composed SO(3)—irreducible tensor
operators, the developed technique based on coordinate transformations, the Fock space formu-
lation of the generalised Bloch equation and the constructed finite-dimensional subspace of the
infinite-dimensional many-electron Hilbert space. Obtained irreducible tensor operators make
provision for the extended irreducible tensor operator techniques applied to atomic physics.
The founded theorem built on properties of the constructed model space lays down the base for
future tasks considered in the present work.

The third section discusses reduction schemes of totally antisymmetric tensors determined
by the Fock space operator string of any length. The algorithm to classify these tensors has
been suggested. For the first time, the classification of three-particle effective operator acting
on function space of 2 < ¢ < 6 open-shells of atom has been carried out to completion. As a
consequence, the task to calculate the three-particle operator matrix elements has been solved
due to easily performed identification of operators by the classes they belong to.

The fourth section is an application to the third-order RSPT of general methods and princi-
ples developed in the previous sections. Two main tasks are solved: the generation of expansion
terms and their angular reduction. The angular reduction has been performed in extremely dif-
ferent way than it has been done so far. Namely, the technique of many-particle effective matrix
elements has been founded. As a result, a number of Goldstone diagrams are characterised by
the sole tensor structure. By simply replacing constituted SU(2)—invariants of the second-order
wave operator with the corresponding many-particle excitation amplitudes, the expressions of
terms of the third-order effective Hamiltonian pertain to the terms of effective interaction oper-
ator studied in CC approach.

In the last section, the prime results obtained in the thesis are summarised. The main con-
clusions followed by the results are listed.

In Appendix A, the transformation coefficients that relate irreducible tensor operators asso-
ciated to distinct angular reduction schemes of three-particle operator are listed. In Appendix B,
the classification of three-particle operator acting on 2, 3, 4, 5, 6 shells of equivalent electrons
of atom is performed in a convenient tabular form. The SU(2)—invariants of the second-order
wave operator are listed in Appendix C. A brief overview to the properties of application of the
package NCoperators is found in Appendix D.
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